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副 可 


本 书 是 高 等 学 校 信息 管理 与 信息 系统 专业 系列 教材 (离散 数学 (第 五 版 )) 的 配套 教学 用 
书 . 随 着 信息 技术 飞速 发 展 和 社会 对 高 层次 信息 人 才 的 迫切 需求 ,根据 教育 部 计算 机 科学 
与 技术 专业 教学 指导 委员 会 提出 的 (计算 机 科学 与 技术 专业 规范 》 和 《高 等 学 校 计算 机 科学 
与 技术 专业 核心 课程 教学 实施 方案 ) 的 建议 ,结合 信息 管理 与 信息 系统 专业 的 教学 要 求 ,《 离 
散 数学 》( 第 五 版 ) 在 保持 原 有 写作 风格 的 基础 上 ,除了 对 文字 做 了 进一步 加 工 ,纠正 了 某 些 
朴 漏 以 外 ,并 对 部 分 内 容 进 行 了 调整 ,主要 表现 在 以 下 方面 . 

(1) 将 代数 结构 部 分 的 内 容 进 行 了 整合 ,并 调整 到 教材 的 最 后 . 

(2) 图 论 部 分 (第 5,6,7 章 ) 的 叙述 有 较 大 的 改动 . 

(3) 增添 了 一 些 内 容 , 主 要 是 与 离散 数学 应 用 相关 的 内 容 , 它 们 是: 组 合 电路 (第 1 章 )， 
欧 拉 函数 (第 3 章 ) ,着 色 问 题 (第 5 章 ), 地 图 着 色 与 四 色 定 理 、 格 雷 码 (第 6 章 ) 等 . 

(4) 对 部 分 习题 做 了 补充 和 调整 . 

随 着 主教 材 的 更 新 ,本 书 也 对 相关 内 容 进行 了 同步 更 新 和 调整 ,各 童 修订 都 由 原作 者 

本 书包 含 大 量 的 习题 及 解答 ,并 通过 典型 的 练习 详细 分 析 了 离散 数学 的 解 题 方法 ,适合 
作为 计算 机 应 用 和 信息 技术 等 相关 专业 的 辅助 教学 用 书 , 也 可 以 作为 从 事 信息 系统 开发 的 
科技 人 员 的 参考 书 . 
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1. 命题 符号 化 及 联结 词 


命题 与 真 值 ”不 是 真 就 是 假 的 陈述 句 称 为 命题 . 命题 的 判断 结果 称 为 命题 的 真 值 , 真 
值 只 取 两 个 值 : 真 和 假 . 真 值 为 真 的 命题 称 为 真 命题 , 真 值 为 假 的 命题 称 为 假 命题 . 由 简单 
陈述 句 构成 的 命题 称 为 简单 命题 或 原子 命题 . 命题 符号 化 是 用 字母 或 带 下 角 标 的 字母 p， 
qr pis,qi,Tri，… 表 示 命 题 ,用 数字 1 表示 真 , 用 0 表示 假 . 由 简单 命题 用 联结 词 联结 而 成 
的 命题 称 为 复合 命题 . 常用 的 联结 词 (逻辑 联结 词 ) 及 相关 的 复合 命题 有 以 下 5 种 . 

否定 式 ” 设 pp 为 一 命题 ,复合 命题 “ 非 p”( 或 “p 的 否定 ”) 称 为 p 的 否定 式 , 记 作 -p. 
一 为 否定 联结 词 , ~p 为 真 当 且 仅 当 p 为 假 . 

合 取 式 ” 设 pg 为 两 命题 ,复合 命题 *p 并 且 g”( 或 *p 和 g”) 称 做 与 q 的 合 取 式 , 记 
作 pg. 作 称 做 合 取 联结 词 ,pg 为 真 当 且 仪 当 p 与 g 同时 为 真 . 

析 取 式 ” 设 pg 为 两 命题 ,复合 命题 “p 或 a” 称 做 pp 与 q 的 析 取 式 , 记 作 pVg.V 称 做 
析 取 联结 词 ,pV g 为 假 当 且 仅 当 p 与 4 同时 为 假 . 

蕴涵 式 ” 设 p,q 为 两 命题 ,复合 命题 “如果 p, 则 g” 称 做 p 与 g 的 蕴涵 式 , 记 作 p>gq, 称 
Pp 为 蕴涵 式 的 前 件 ,g 为 蕴涵 式 的 后 件 . 一 称 做 蕴涵 联结 词 ,Pd 为 假 当 且 仅 当 pp 为 真 q 
为 假 . 

等 价 式 ” 设 pg 为 两 命题 ,复合 命题 *p 当 且 仪 当 g" 称 做 与 q 的 等 价 式 , 记 作 pg. 
僵 称 做 等 价 联 结 词 ,p**d 为 真 当 且 仪 当 p 与 q 的 真 值 相同 . 


2. 命题 公式 及 分 类 


命题 常 项 及 命题 变 项 ” 若 用 p,g,r,… 表 示 确 定 的 简单 命题 , 则 称 p,qg,r,… 为 命题 常 
项 ,命题 常 项 的 真 值 是 确定 不 变 的 . 若 用 p,g.r,… 表 示 真 值 可 以 变化 的 简单 陈述 句 , 则 称 
p,q'r,… 为 命题 变 项 ,此 时 p,q,r,… 是 变量 ,它们 的 取 值 为 1 或 0. 

合式 公式 

(1) 单个 的 命题 变 项 是 合式 公式 . 

(2) 若 A 是 合式 公式 , 则 (一 A) 也 是 合式 公式 . 

(3) 若 A、B 是 合式 公式 , 则 (AAB)、(AVB)、(A 一 B)、(AB) 也 是 合式 公式 . 

(4) 只 有 有 限 次 地 应 用 (1) 一 (3) 形 成 的 符号 串 才 是 合式 公式 . 合式 公式 也 称 命题 公 
式 ,简称 公式 . 

对 以 上 定义 的 说 明 如 下 . 

(1) 定义 中 的 字母 A,B,… 代 表 任 意 的 公式 . 


(2) 联结 词 的 优先 顺序 : ” ,和 A,V ,一 ,全 . 若 有 括号 ,先进 行 括号 内 的 运算 . 相同 的 联 
结 词 从 左 至 右 的 顺序 演算 . 

(3) 公式 的 最 外 层 括号 有 时 可 以 省 去 ,不 改变 运算 顺序 的 括号 也 可 省 去 . 

公式 的 层次 

(1) 若 A 是 单个 的 命题 变 项 , 则 称 A 为 0 层 公式 . 

(2) 称 A 是 n 十 1(n 宇 0) 层 公式 是 指 下 列 诸 情 况 之 一 . 

@ 4A=”B,B 为 n 层 公 式 . 

@ A 二 BAC, 其 中 B.C 分别 为 i 层 和 j 层 公式 , 且 n= 二 max(i,j). 

@ A 二 BVC, 其 中 B.C 的 层次 同 @. 

@ A=B>C, 其 中 B.C 的 层次 同 @. 

@ A=BeC, 其 中 B.C 的 层次 同 @. 

(3) 若 A 的 层次 为 &, 则 称 A 为 层 公式 . 

赋值 或 解释 ” 设 A 为 一 公式 , pi,ps.…,p，, 是 出 现在 A 中 的 全 部 命题 变 项 ,给 pi， 
ps，"… ,pa 各 指定 一 个 真 值 (0 或 1) 称 为 对 A 的 一 个 赋值 或 解释 . 若 赋值 使 A 的 真 值 为 1, 则 
称 该 赋值 为 A 的 成 真 赋值 ; 若 赋 值 使 A 的 真 值 为 0, 则 称 该 赋值 为 A 的 成 假 赋 值 . 

若 命题 公式 A 中 含 命题 变 项 pi ,p:，…,p,， 将 赋值 = 三 a 二 a, , 记 作 
aiQs**…an， 其 中 a; 为 0 或 1. 若 命 题 变 项 为 p,qg,r,…, 则 赋值 ayaso… 是 按 字典 顺序 给 它们 赋 
值 , 即 力 二 aqg 一 aa 7 一 as 

真 值 表 ” 设 公式 A 含 n(n 三 1) 个 命题 变 项 ,将 A 在 2" 个 赋值 下 的 取 值 情况 列 成 表 , 称 
为 A 的 真 值 表 . 

公式 的 分 类 ” 设 A 为 一 个 公式 . 

(1) 若 A 无 成 假 赋 值 , 则 称 A 为 重 言 式 或 永 真 式 . 

(2) 若 A 无 成 真 赋值 , 则 称 A 为 矛盾 式 或 永 假 式 . 

(3) 若 A 至 少 有 一 个 成 真 赋值 , 则 称 A 为 可 满足 式 . 

(4) 若 A 至少 有 一 个 成 真 赋值 ,又 至 少 有 一 个 成 假 赋值 , 则 称 A 为 非 重 言 式 的 可 满 
足 式 . 


3. 等 值 演算 


等 值 式 ” 若 等 价 式 Ae>B 是 重 言 式 , 则 称 A 与 也 等 值 , 记 作 A 全 8B. 
基本 的 等 值 式 


(DD) AG— A., 双重 否定 律 
(2) ASGAVA. os 
(3) ASAAA. | 等 
(4) AV BSOBVA. 

交换 律 
(5) AA BOBAA. 
(6) (AVB)VCSAV (BVO). 

结合 律 
(7) CANBYNCOANCBAO). 


让 总 志 


(8) AV(CBAC) 全 (4AVB)A 人 CAVC). 
(9) AA(BVOS(AAB)V (AAO). 


(10) (AVB)SO AATB. 
(11) ~-(AAB)S AV-B. 
(12) AV (AAB)SA. 

(13) AA (AVB)SA. 

(14) AV1S1. 

(15) AA0S0. 

(16) AV 0 后 4. 

(17) AA 人 1 后 4. 

(18) AV-ASGL1. 

(19) AA-A®SO. 

(20) A—>BSO -AVB. 

(21) A-B 人 (4A 一 B) A (B—A). 
(22) A—B©S -+B— -A. 

(23) A 一 DB 全 ”4A 一 也 . 

(24) (A 一 B) A (A— -B)S -A. 


等 价 否定 等 值 式 
归 廖 论 


等 值 演算 由 已 知 等 值 式 推演 出 与 给 定 公 式 等 值 的 公式 的 过 程 称 为 等 值 演算 . 
置换 规则 设 @(A) 是 含 公式 A 的 公式 ,8B(B) 是 用 B 置换 B(A) 中 的 A 之 后 得 到 的 公 


式 , 若 A 兮 B, 则 86(A) 晤 GB(B). 


4. 范式 


文字 命题 变 项 及 其 否定 统称 为 文字 . 


简单 析 取 式 ” 由 有 限 个 文字 组 成 的 析 取 式 称 为 简单 析 取 式 . 
简单 合 取 式 ” 由 有 限 个 文字 组 成 的 合 取 式 称 为 简单 合 取 式 . 
极 小 项 设 有 nn 个 命题 变 项 , 若 在 简单 合 取 式 中 每 个 命题 变 项 以 文字 的 形式 出 现 


且 仅 出 现 一 次 , 则 称 这 样 的 简单 合 取 式 为 极 小 项 . 2 个 命题 变 项 共 可 产生 2" 个 不 同 的 极 
小 项 ,分 别 记 为 movwnas… ,mar-i, 其 中 i(0 达 i 过 2" 一 1) 的 二 进 制 表 示 即 为 mi 的 成 真 
赋值 . 


极 大 项 设 有 7 个 命题 变 项 , 若 在 简单 析 取 式 中 每 个 命题 变 项 以 文字 的 形式 出 现 


且 仅 出 现 一 次 , 称 这 样 的 简单 析 取 式 为 极 大 项 . 个 命题 变 项 共 可 产生 2" 个 不 同 的 极 
大 项 ,分 别 记 为 Mo ,Mi,… ,Mr-1, 其 中 ,i(0 三 i 过 2" 一 1) 的 二 进 制 表示 即 为 M; 的 成 假 
赋值. 


在 极 小 项 和 极 大 项 中 ,文字 通常 按 下 角 标 或 字典 顺序 排列 . 

析 取 范式 ”由 有 限 个 简单 合 取 式 组 成 的 析 取 式 , 称 为 析 取 范式 . 
主 析 取 范式 ”由 有 限 个 极 小 项 组 成 的 析 取 范式 称 为 主 析 取 范式 . 
合 取 范式 ”由 有 限 个 简单 析 取 式 组 成 的 合 取 式 称 为 合 取 范式 . 
主 合 取 范 式 ”由 有 限 个 极 大 项 组 成 的 合 取 范式 , 称 为 主 合 取 范式 . 


主要 定理 
定理 1.1 任 一 命题 公式 都 存在 与 其 等 值 的 析 取 范式 和 合 取 范 式 . 
定理 1.2 任 一 命题 公式 都 存在 唯一 的 与 其 等 值 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范式 . 


5. 联结 词 全 功能 集 


真 值 函数 ” 记 {10,1)" 二 {0…00,0…01,…,1…11), 即 所 有 长 为 nn 的 0、1 符号 串 的 集 
合 . 称 定义 域 为 {0,1)", 值 域 为 {0,1} 的 函数 为 nn 元 真 值 函数 . 有 22 个 不 同 的 元 真 值 
函数 . 

联结 词 全 功能 集 设 5 为 一 个 联结 词 集合 ,车 任意 真 值 函数 都 可 以 用 仅 含 S 中 的 联结 
词 的 公式 表示 , 则 称 S 为 联结 词 全 功能 集 . 

与 非 式 ” 设 pg 为 两 命题 ,复合 命题 “p 与 q 的 否定 ” 称 为 p 与 q 的 与 非 式 , 记 作 pg， 
即 p 和 gq= 一 (pAg).^ 称 为 与 非 联结 词 . p 和 gq 为 假 当 且 仅 当 p 与 g 同时 为 真 . 

或 非 式 ” 设 pg 为 两 命题 ,复合 命题 *p 或 g 的 否定 ” 称 为 p 与 g 的 或 非 式 , 记 作 p yg， 
即 pygq== 一 (pVg). +y 称 为 或 非 联 结 词 . p yg 为 真 当 且 仅 当 p 与 g 同时 为 假 . 

(mA,V, 一 人) (一 ,VV 了 ,人 人}.{ 一 ,V}.{ 个 }.{y})、{ 一 ,一 } 等 都 是 联结 词 
全 功能 集 . 


6. 组 合 电 路 


设计 组 合 电路 的 一 般 步骤 如 下 . 

(1) 写 出 问题 的 输入 -输出 表 , 即 问题 的 真 值 函 数 . 

(2) 根据 真 值 函 数 写 出 它 的 主 析 取 范式 . 

(3) 将 主 析 取 范式 化 简 成 最 简 展开 式 , 可 采用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 化 简 . 


7. 推理 理论 


推理 的 形式 结构 ” 设 A ,A,,…,A,,B 为 命题 公式 , 称 
(A1 AAs A NA)—>B ( 关 ) 
为 推理 的 形式 结构 .A ,As,… ,A 为 推理 的 前 提 ,B 为 推理 的 结论 . 若 (* ) 为 重 言 式 , 则 称 
推理 正确 ,此 时 称 B 是 A,As,…,A 的 逻辑 结论 或 有 效 结 论 , 记 为 
(A A As 入 … 人 和 Ab) 一 了 B. 
推理 定律 ” 称 重 言 蕴涵 式 为 推理 定律 . 主要 的 推理 定律 如 下 . 


(1) A=>(AV B). 附加 

(2) (AAB)=A. 化 简 

(3) ((A—>B) A A)=B. 假 言 推理 
(4) ((A 一 B) A-B)=> -A. 拒 取 式 

5) (CAV BAA=>B. 析 取 三 段 论 
(6) ((A>B)A (B=>0))=>(A—>O). 假 言 三 段 论 
(7) ((A>B)A 人 (Be>C)) 一 (A<>C). 等 价 三 段 论 
(8) (A—>B)A(C>D)A (AVOC)=>(BVD). 构造 性 二 难 


ry 


判断 推理 是 否 正确 的 方法 ”判断 推理 是 否 正确 ,就 是 判断 推理 的 形式 结构 ( x ) 是 否 为 
重 言 式 . 其 主要 方法 如 下 . 

(1) 真 值 表 法 . 

(2) 等 值 演 算法 . 

(3) 主 析 取 ( 主 合 取 ) 范 式 法 . 

构造 证 明 法 

证 明 证 明 是 一 个 描述 推理 过 程 的 命题 公式 序列 ,其 中 的 每 个 命题 公式 或 者 为 已 知 的 
前 提 , 或 者 是 由 前 面 的 公式 应 用 推理 规则 得 到 的 结论 (中 间 结 论 ). 

推理 规则 

(1) 前 提 引 入 规则 . 

(2) 结论 引用 规则 . 

(3) 置换 规则 . 

以 下 推理 规则 用 图 式 给 出 ,每 个 图 式 横 线 上 面 为 前 提 , 横 线 下 面 为 结论 (… 表 示 “ 所 
2 

(4) 假 言 推理 规则 . 


A—B 
A 
» B 
(5) 附加 规则 . 
A 
AVB 
(6) 化 简 规 则 . 
AAB AAB 
A 或 ~ 下 
(7) 拒 取 式 规 则 . 
A—>B 
-B 
A 
(8) 假 言 三 段 论 规则 . 
A—>B 
BC 
A 一 C 
(9) 析 取 三 段 论 规则 . 
AVB AVB 
-A aB 
B 或 A 
(10) 合 取 引入 规则 . 
A 
B 
AAB 


(11) 构造 性 二 难 规则 . 

A>B 

C=>D 

AVC 

:BYD 
附加 前 提 证 明 法 ” 设 推 理 的 结论 是 蕴涵 式 A 一 B, 把 结论 中 的 前 件 A 作为 前 提 , 称 为 附 
加 前 提 , 证 明 结 论 中 的 后 件 B 为 有 效 结论 . 

归 记 法 ”把 推理 的 结论 B 的 否定 "B 作为 前 提 , 推 出 矛盾 , 即 证 明 0 为 有 效 结论 . 


8. 小 结 


学 习 第 1 章 ( 命 题 逻辑 ) 要 注意 以 下 几 点 . 

(1) 要 和 弄 清 命题 与 陈述 句 的 关系 . 命题 都 是 陈述 句 ,但 陈述 句 不 都 是 命题 .只 有 陈述 句 
所 表达 的 判断 结果 是 唯一 确定 的 (正确 的 或 错误 的 ) , 它 才 是 命题 . 

(2) 和 弄 清 由 5 种 基本 联结 词 联结 的 复合 命题 的 逻辑 关系 及 其 真 值 . 特别 是 要 和 弄 清 蕴涵 
式 pq 的 逻辑 关系 及 其 真 值 . 这 里 ,gq 是 p 的 必要 条 件 .无 论 蕴涵 关系 如 何 表述 ,都 要 仔细 
地 区 分 出 蕴涵 式 的 前 件 和 后 件 ,否则 会 将 必要 条 件 当 成 充分 条 件 ,当然 就 有 可 能 将 假 命题 变 
成 真 命题 ,或 将 真 命题 变 成 假 命题 . 

(3) 记 住 24 个 基本 等 值 式 , 这 是 学 好 命题 逻辑 的 关键 . 这 是 因为 ,在 等 值 演算 过 程 中 ， 
在 求 主 析 取 范式 和 主 合 取 范式 过 程 中 ,在 将 公式 化 成 等 值 的 某 个 全 功能 联结 词 集中 公式 的 
过 程 中 都 离 不 开 基本 等 值 式 . 

(4) 要 会 准确 地 求 出 给 定 公式 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 . 掌握 主 析 取 范式 与 真 值 表 
及 成 真 赋值 的 关系 , 主 合 取 范式 与 真 值 表 及 成 假 赋值 的 关系 , 主 析 取 范 式 与 主 合 取 范 式 的 关 
系 . 弄 清 不 同类 型 公式 的 主 析 取 范式 与 主 合 取 范 式 的 特点 . 特别 是 要 知道 , 重 言 式 的 主 析 
取 范 式 含 2"(n 为 公式 中 含 的 命题 变 项 数 ) 个 极 小 项 , 主 合 取 范 式 为 1; 而 矛盾 式 的 主 析 取 范 
式 为 0, 主 合 取 范 式 含 2" 个 极 大 项 . 

(5) 会 用 多 种 方法 (如 真 值 表 法 ,等 值 演算 法 、 主 析 取 范式 法 等 ) 判 断 公 式 的 类 型 及 判断 
两 个 公式 是 否 等 值 . 

(6) 会 用 等 值 演算 法 将 一 个 联结 词 集 上 的 公式 等 值 地 化 为 另 一 个 联结 词 全 功能 集 上 的 
公式 . 

(7) 要 弄 清 楚 推理 的 形式 结构 ,掌握 判断 推理 是 否 正确 的 方法 ,以 及 对 某 些 正确 的 推理 
会 构造 它 的 证 明 . 


习 题 


1.1 判断 下 列 语句 是 否 为 命题 ,若是 命题 请 指出 是 简单 命题 还 是 复合 命题 . 
(1) V2 是 无 理 数 . 
(2) 5 能 被 2 整除 . 
(3) 现在 开会 吗 ? 
。6 。 


(4) z 十 5 过 0. 

(5) 这 和 采花 真 好 看 呀 ! 

(6) 2 是 素数 当 且 仅 当 三 角形 有 3 条 边 . 
(7) 雪 是 黑色 的 当 且 仅 当 太阳 从 东方 升 起 . 
(8) 2080 年 10 月 1 日 天 气 晴好 . 

(9) 太阳 系 以 外 的 星球 上 有 生物 . 

(10) 小 李 在 宿舍 里 . 

(11) 全 体 起 立 ! 

(12) 4 是 2 的 倍数 或 是 3 的 倍数 . 

(13) 4 是 偶数 且 是 奇数 . 

(14) 李 明 与 王 华 是 同学 . 

(15) 蓝 色 和 黄色 可 以 调配 成 绿色 . 

1.2 将 上 题 中 的 命题 符号 化 ,并 讨论 它们 的 真 值 . 
1.3 判断 下 列 各 命题 的 真 值 . 

(1) 若 2 十 2 一 4, 则 3 十 3 一 6. 

(2) 若 2 十 2 一 4, 则 3 十 3 天 6. 

(3) 若 2 十 2 关 4, 则 3 十 3 一 6. 

(4) 车 2 十 2 关 4, 则 3 十 3 天 6. 

(5) 2 十 2 一 4 当 且 仅 当 3 十 3 一 6. 

(6) 2 十 2 一 4 当 且 仅 当 3 十 3 天 6. 

(7) 2 十 2 天 4 当 且 仅 当 3 十 3 一 6. 

(8) 2 十 2 关 4 当 且 仅 当 3 十 3 天 6. 

1.4 将 下 列 命题 符号 化 ,并 讨论 其 真 值 . 
(1) 如 果 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 2 号 . 

(2) 如 果 今天 是 1 号 , 则 明天 是 3 号 . 

1.5 将 下 列 命 题 符号 化 . 

(1) 2 是 偶数 又 是 素数 . 

(2) 小 王 不 但 聪明 而 且 用 功 . 

(3) 虽然 天 气 很 冷 , 老 王 还 是 来 了 . 

(4) 他 一 边 吃 饭 ,一 边 看 电视 . 

(5) 如 果 天 下 大 十 ,他 就 乘 公共 汽车 上 班 . 
(6) 只 有 天 下 大 雨 ,他 才 乘 公共 汽车 上 班 . 
(7) 除非 天 下 大 十 ,否则 他 不 乘 公共 汽车 上 班 . 
(8) 不 经 一 事 ,不 长 一 智 . 

1.6 设 p.g 的 真 值 为 0; rr、s 的 真 值 为 1, 求 下 列 各 命题 公式 的 真 值 . 
(1) pV (CAr). 

(2) (per) A (mqgVs). 

(3) (pA(qVr))>((pVg) MCrAs)). 


(4) (pV (do 一 (rA 人 np))) 一 (Vs). 

1.7 判断 下 列 命题 公式 的 类 型 ,方法 不 限 . 

Cl pp VY 

(2) Cp np) np 

(3) -7(p>g) Mg. 

(4) (pg)—("g* "pp)., 

(5) ("p>qg)>(g™> 7 p). 

(6) (p ATp)g. 

(7) (pV-7p)—>((gA7Tg) 人 mr). 

(8) (pg)—> 7 (pV gq). 

(9) ((p™>q) AM(g>r))>(p™>7). 

(10) ((pVaq)>r)os. 

1.8 用 等 值 演 算法 证 明 下 列 等 值 式 . 

(1) (pA V (pAT0)SOp. 

(2) ((p>q) A (p>r)SO(p> (gqAr)). 

(3) 7(poDSO((pVg) A pAg)). 

1.9 用 等 值 演算 法 判断 下 列 公 式 的 类 型 . 

(1) 7-((pAgq)—p). 

(2) ((p™>q)AM(g™p)) (pog). 

(3) (ip (gq 7p) 

1.10 已 知 真 值 函 数 政 .G、 顾 \R 的 真 值 表 如 表 1-1 所 示 . 分 别 给 出 用 下 列 联结 词 集合 
中 的 联结 词 表示 的 与 FG、H.、R 等 值 的 一 个 命题 公式 . 

CD {rp ND CV 


表 1-1 
p gq F G H R 
0 0 0 0 1 1 
0 | 0 和 0 
1 0 1 0 1 
1 1 0 型 0 0 


1.11 设 A.B、C 为 任意 的 命题 公式 . 
(1) 已 知 AVCSBVC, 问 ASB 吗 ? 
(2) 已 知 AACSBAC, 问 A 人 SB 吗 ? 
(3) 已 知 -A 命 -B, 问 A 人 SB 吗 ? 
1.12 求 下 列 命题 公式 的 主 析 取 范 式 、 主 合 取 范式 .成 真 赋值 .成 假 赋值 . 
(1) (pV(gAn)>(pAgAn). 
(2) (p>g)>( 7mgV p). 
。8 。 


to) (pa NaNr. 

1.13 通过 求 主 析 取 范 式 判 断 下 列 各 组 命题 公式 是 否 等 值 . 

(1) p>(g>r); g>(p—r). 

(2) ptq; pya. 

1.14 一 个 排队 线路 ,输入 为 A、B、.C, 其 输出 分 别 为 Fs 、Fs、Fc. 在 同一 时 间 内 只 能 有 
一 个 信号 通过 . 如 果 同 时 有 两 个 或 两 个 以 上 信号 通过 时 , 则 按 A、B.C 的 顺序 输出 . 例如 ， 
ABC 同时 输入 时 ,只 能 FA 有 输出 . 写 出 Fs、Fs、Fc 的 逻辑 表达 式 , 并 化 成 全 功能 集 {Y } 
中 的 表达 式 . 

1.15 某 勘 探 队 有 3 名 队员 . 有 一 天 取得 一 块 矿 样 ,3 人 的 判断 如 下 . 

甲 说 : 这 不 是 铁 , 也 不 是 铜 . 

乙 说 : 这 不 是 铁 , 是 锡 . 

两 说: 这 不 是 锡 , 是 铁 . 

经 实验 室 鉴定 后 发 现 , 其 中 一 人 两 个 判断 都 正确 ,一 个 人 判断 对 一 半 , 另 一 个 人 判断 全 错 
了 . 根据 以 上 情况 判断 矿 样 的 种 类 并 指出 谁 的 判断 全 对 ? 谁 的 判断 对 一 半 ? 谁 的 判断 全 错 ? 

1.16 有 一 萤 灯 由 3 个 开关 控制 ,要 求 按 任何 一 个 开关 都 能 使 灯 由 亮 变 黑 或 由 黑 变 亮 . 
试 设计 一 个 这 样 的 组 合 电 路 . 

1.17 输入 输出 的 关系 如 表 1-2 和 表 1-3 所 示 , 试 写 出 实现 它们 的 组 合 电路 的 合式 公 
式 , 并 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 化 简 . 


表 1-2 表 1-3 
Es y 3 F Xl Xs rs Ty F 1 2 3 二 F 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 
0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 
0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 入 
1 0 0 1 0 和 0 0 1 1 1 0 0 1 
1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 
1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 
1 1 1 0 0 1 1 二 0 1 1 1 1 0 

1.18 判断 下 列 推理 是 否 正确 . 先 将 命题 符号 化 ,再 写 出 前 提 和 结论 ,然后 进行 判断 . 


(1) 如 果 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 5 号 . 今天 是 1 号 . 所 以 明天 是 5 号 . 

(2) 如 果 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 5 号 . 明天 是 5 号 . 所 以 今天 是 1 号 . 

(3) 如 果 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 5 号 . 明天 不 是 5 号 . 所 以 今天 不 是 1 号 . 
(4) 如 果 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 5 号 . 今天 不 是 1 号 . 所 以 明天 不 是 5 号 . 
1.19 构造 下 面 推理 的 证 明 . 

(1) 前 提 : (PPA -7g), TqVr, mr. 


结论 : 了-p. 
(2) 前 提 : p 一 (gs) ,gq,pV 了 nr. 
结论 : rs. 
(3) 前 提 : p>g. 
结论 : p 盖 (pAg). 
(4) 前 提 : g>p,gqPsss9t,tAr. 
结论 : pAgAsAr. 
(5) 前 提 : (p Aq) 一 r, mrVs, ns,p. 
结论 : ma. 
1.20 判断 下 述 推理 是 否 正确 ,并 证 明 你 的 结论 . 如 果 他 是 理科 学 生 , 他 必 学 好 数学 . 
如 果 他 不 是 文科 学 生 , 他 必 是 理科 学 生 . 他 没 学 好 数学 . 所 以 他 是 文科 学 生 . 
以 下 各 题 是 填充 题 . 题目 要 求 均 为 从 供 选 择 的 答案 中 选 出 应 填 人 叙述 中 的 方 框 口内 的 
正确 答案 . 
1.21 给 定 命题 公式 如 下 : 


pV (dgA 人 mr). 
上 述 公式 的 成 真 赋值 为 [A] ,成 假 赋值 为 四 ,公式 的 类 型 为 [C]. 
供 选 择 的 答案 
A: @ 无 ; @ 全 体 赋 值 ， @ 010.100,101,111; @ 010,100,101,110,111. 
B: OO 无 ; @ 全 体 赋值 ， @ 000.001,011; @ 000.010,110. 
C: @ 重 言 式 ， @ 矛盾 式 ，  @@ 可 满足 式 . 
1.22 给 定 命题 公式 如 下 : 
-7(pAg>r. 
上 述 公 式 的 主 析 取 范式 中 含 极 小 项 的 个 数 为 [A], 主 合 取 范式 中 含 极 大 项 的 个 数 为 | 加， 
成 真 赋值 为 [Q]. 
供 选 择 的 答案 


A: © 2; © 3; ©®@ 5; @ 0; © 8. 

B: © 0; © 8; ©®@ 5; @3. 

C: Q@ 000,001,110; @ 001,011,101,110,111; @ 全 体 赋值 ， @ 无 . 
1.23 给 定 下 列 3 组 前 提 . 

(1) -7(pATq), nmqVry mrs; 

(2) (pha ry "ir Vs ss 

(3) pVg, "gqVr,r>s. 

上 述 各 前 提 中 ,(1) 的 逻辑 结论 (有 效 结论 ) 为 [A],(2) 的 逻辑 结论 为 到 ,(3) 的 逻辑 结论 


供 选 择 的 答案 
ABC: Dr; @g; @-7p; Os; -pV7g; @p>s; OpAhNg. 
和 


习题 解答 


1.1 除 (3)、(4)、(5)、(11) 外 全 是 命题 .其 中 ,(1)、(2)、(8)、(9)、(10)、(14)、(15) 是 简 
单 命题 ,(6) (7)、(12)、(13) 是 复合 命题 

分 析 首先 应 该 注意 到 ,命题 是 陈述 句 ,因而 不 是 陈述 句 的 句子 都 不 是 命题. 本 题 中 ， 
(3) 为 疑问 句 ,(5) 为 感叹 句 ,(11) 为 祈 使 句 , 它 们 都 不 是 陈述 句 , 所 以 它们 都 不 是 命题 . 

其 次 ,(4) 这 个 句子 是 陈述 句 , 但 它 表示 的 判断 结果 是 不 确定 的 ,也 就 是 说 , 它 可 真 ( 如 取 
工 为 2), 它 也 可 能 为 假 ( 如 取 z= 一 10) ,于 是 (4) 不 是 命题 . 

其 余 的 句子 都 是 有 确定 判断 结果 的 陈述 句 , 因 而 它们 都 是 命题 . 其 中 (8) ,虽然 现在 还 
不 知道 它 是 真是 假 , 这 要 到 2080 年 10 月 1 日 才能 知道 . 但 是 , 它 不 是 真 就 是 假 , 这 是 肯定 
无 疑 的 ,因而 它 是 命题 . 作为 命题 ,只 要 求 陈 述 负 有 确定 的 真 假 值 , 而 不 管 是 否 知道 . (9) 也 
与 此 类 似 . 
因为 (1)、(2)、(8)、(9)、(10)、(14)、(15) 都 是 简单 的 陈述 句 , 因 而 作为 命题 ,它们 都 是 简 
单 命题 . (6) 和 (7) 各 为 由 联结 词 * 当 且 仅 当 ” 联 结 起 来 的 复合 命题 ,(12) 是 由 联结 词 “或 "联结 
的 复合 命题 ,而 (13) 是 由 联结 词 * 且 ”联结 起 来 的 复合 命题 . 这 里 的 “ 且 ” 为 “ 合 取 ”联结 词 . 在 
日 常生 活 中 , 合 取 联结 A a 例如 , “虽然 …… 但 是 …… ”“ 不 仅 …… 而 且 …… 
4 二 而 5 二- 面 避 4 和 9 与 … 等 .但 要 注意 ,有 时 个 的 
两 个 名 词 ， 构成 简单 命题 例如 ,(14) (15) 中 的 “与 "“ 和 ?就 是 联结 两 个 名 词 ,这 两 个 命题 
为 简单 命题 ,而 不 是 复合 命题 . 希望 读者 在 遇 到 “和 ?或 “ van 
述 的 含义 加 以 区 分 . 

1.2 (1) p: V2 是 无 理 数 . p 为 真 命题 . 

(2) p: 5 能 被 2 整除 . p 为 假 命 题 . 

(6) pq. 其 中 ,p: 2 是 素数 ,q: 三 角形 有 3 条 边 . 由 于 p 与 gq 都 是 真 命题 ,所 以 ,pg 
为 真 命题 . 

(7) prg. 其 中 ,p: 雪 是 黑色 的 ,g: 太阳 从 东方 升 起 . 由 于 为 假 命 题 ,gq 为 真 命题 , 因 
而 bd 为 假 命题 . 

(8) p: 2080 年 10 月 1 日 天 气 晴 好 . 现在 我 们 还 不 知道 p 的 真 假 ,但 p 的 真 值 是 确定 
的 (客观 存在 的 ) ,要 到 2080 年 10 月 1 日 才能 知道 . 

(9) p: 太阳 系 以 外 的 星球 上 有 生物 . 它 的 真 值 情况 类 似 于 (8). 

(10) p: 小 李 在 宿舍 里 . p 的 真 值 由 具体 情况 而 定 ,是 确定 的 . 

(12) pVg. 其中,p: 4 是 2 的 倍数 ,gq: 4 是 3 的 倍数 . p 为 真 命题 ,gq 为 假 命题 ,pVg 为 
真 命题 . 

(13) pAg. 其中,p: 4 是 偶数 ,q: 4 是 奇数 . 由 于 g 是 假 命 题 ,所 以 ,pAg 为 假 命 题 . 

(14) p: 李 明 与 王 华 是 同学 . 真 值 由 具体 情况 而 定 , 是 确定 的 . 

(15) p: 蓝 色 和 黄色 可 以 调配 成 绿色 . 这 是 真 命题 . 

分 析 命题 的 真 值 是 唯一 确定 的 . 有 些 命题 的 真 值 是 已 知 的 ,有 些 则 不 能 马上 知道 ,但 
它们 是 确定 的 ,是 客观 存在 的 . 


% 重 二 局 


1.3 令 p: 2 十 2 二 4,g: 3 十 3 一 6, 则 以 下 命题 分 别 符号 化 为 如 下 . 

(1) p>aq. 

(2) p= 'g, 

(3) pg. 

(4) -p> 14g. 

(5) pg. 

(6) p> 1g. 

(7) -pog. 

(8) -p> 1g. 

以 上 命题 中 ,(1)、(3)、(4)、(5)、(8) 为 真 命题 ,其 余 均 为 假 命 题 . 

分 析 ”本题 要 求 读者 记 住 p>g 及 pg 的 真 值 情况 . p>g 为 假 当 且 仅 当 p 为 真 ,q 为 
假 ,而 pq 为 真 当 且 仅 当 p 与 g 真 值 相同 .由 于 zp 与 g 都 是 真 命题 ,在 4 个 蕴涵 式 中 ,只 有 
(2) 中 前 件 为 真 ,后 件 为 假 , 因 而 (2) 为 假 命题 ,其 余 的 情况 分 别 为 前 件 与 后 件 均 为 真 ,或 前 件 
为 假 的 情况 ,因而 都 是 真 命题 . 

在 4 个 等 价 式 中 ,(5) 中 等 价 式 两 边 均 为 真 , 而 (8) 中 等 价 式 两 边 均 为 假 , 即 两 边 的 真 值 
相同 ,因而 都 是 真 命题 . 而 (6)、(7) 中 ,等 价 式 两 边 的 真 值 均 为 一 真一 假 , 所 以 复合 命题 为 假 . 

1.4 (1) pq. 其 中 ,p: 今天 是 1 号 ,gq: 明天 是 2 号 . 

在 这 里 ,p 的 真 值 未 知 ,但 若 p 为 真 , 则 gq 也 为 真 ,因而 p>g 中 不 会 出 现 前 件 为 真 ,后 件 
为 假 的 情况 ,于 是 p>g 为 真 . 

(2) pr. 其 中 ,p 同 (1),r: 明天 是 3 号 . 

在 这 里 , 当 p 为 真 时 ,一定 为 假 , 从 而 -~>r 为 假 . 当 为 假 时 ,无 论 7 为 真 还 是 为 假 ， 
pr 为 真 . 

1.5 (1) pAg. 其 中 ,p: 2 是 偶数 ,q: 2 是 素数 . 

(2) pAg. 其 中 ,p: 小 王 聪 明 ,g: 小 王 用 功 . 

(3) pAg. 其 中 ,p: 天 气 冷 ,gq: 老 王 来 了 . 

(4) pAg. 其 中 ,p: 他 吃饭 ,gq: 他 看 电视 . 

(5) p>q. 其 中 ,p: 天 下 大 雨 ,q: 他 乘 公共 汽车 上 班 . 

(6) gp. 其 中 ,pg 的 含义 同 (5). 

(7) gp. 其 中 ,pg 的 含义 同 (5). 

(8) ”~ ”49. 其 中 ,p: 经 一 事 ,q: 长 一 智 . 

分 析 1” 在 前 4 个 复合 命题 中 ,都 使 用 了 合 取 联 结 词 , 都 符号 化 为 合 取 式 . 这 说 明 合 
取 联 结 词 在 使 用 时 是 很 灵活 的 . 在 符号 化 时 ,应 该 注意 ,不 要 将 联结 词 部 分 放 入 简单 命题 
中 . 例如 ,在 (2) 中 ,不 能 这 样 写 简单 命题 : p: 小 王 不 但 聪明 ,g: 小 王 而 且 用 功 . 在 (4) 中 不 
能 这 样 写 : p: 他 一 边 吃饭 ,q: 他 一 边 看 电视 . 

2” 后 4 个 复合 命题 中 ,都 使 用 了 蕴涵 联结 词 ,符号 化 为 蕴涵 式 . 在 这 里 ,关键 问题 是 
要 分 清 蕴 涵 式 的 前 件 和 后 件 . 

pq 所 表达 的 基本 逻辑 关系 为 , 是 d 的 充分 条 件 ,g 是 p 的 必要 条 件 . 这 种 逻辑 关系 
在 叙述 上 也 很 灵活 . 例如 ,“ 因 为 p, 所 以 gq”“ 只 要 p, 就 g”“p 仅 当 g”"“ 只 有 g 才 p”、” 除 非 
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d ,否则 加“ 没有 0, 就 没有 "等 都 表达 了 是 p 的 必要 条 件 ,因而 都 符号 化 为 Pd 或 

在 (5) 中 ,p 为 g 的 充分 条 件 , 因 而 符号 化 为 p 一 gq. 而 在 (6)、(7) 中 ,p 成 了 gq 的 必要 条 
件 ,因而 符号 化 为 g>p. 

在 (8) 中 ,虽然 没有 出 现 联结 词 ,但 由 两 个 命题 的 因果 关系 可 知 , 应 该 符号 化 为 蕴涵 式 . 

1.6 (1)、(2) 的 真 值 为 0,(3)、(4) 的 真 值 为 1. 

分 析 把 p==0,g==0,r=1 和 =1 代入 各 式 , 不 难 计算 出 所 需 结果 . 

1.7 (1)、(2) (4)、(9) 均 为 重 言 式 ,(3)、(7) 为 矛盾 式 ,(5)、(6)、(8) (10) 为 非 重 言 式 
的 可 满足 式 . 

一 般 说 来 ,可 用 真 值 表 法 .等 值 演算 法 . 主 析 取 范式 ( 主 合 取 范 式 ) 法 等 判断 公式 的 类 型 . 

(1) 采用 两 种 方法 判断 它 是 重 言 式 . 

真 值 表 法 ” 表 1-4 给 出 了 (1) 中 公式 的 真 值 表 . 由 于 真 值 表 的 最 后 一 列 全 为 1, 所 以 ， 
(1) 为 重 言 式 . 


表 1-4 
p gq 和 pVaVr p>(pVgqVr) 
0 0 0 0 yD 
0 0 1 1 
0 LL 0 . 和 
0 1 1 1 
1 0 0 1 出 
1 0 1 1 和 
1 0 1 
1 1 1 ji 
等 值 演算 法 
p>(pVaVr) 
STpV (pVgVr7) (蕴涵 等 值 式 ) 
S(TpVP)VgVr (结合 律 ) 
SOlVgVr ( 排 中 律 ) 
Ol. ( 零 律 ) 
可 知 (1) 为 重 言 式 . 
(2) 用 等 值 演 算法 . 
0 i 
(Sh A Ds (蕴涵 等 值 式 ) 
和 帮办 (等 寡 律 ) 
SpVnp (蕴涵 等 值 式 ) 
Ol. ( 排 中 律 ) 


有 


可 知 (2) 为 重 言 式 . 


(3) 用 等 值 演算 法 . 
"(p>qa) Mg 
ST(TpVg)Ng (蕴涵 等 值 式 ) 
SpAngNg ( 德 。 摩 根 律 ) 
SpA (mqgAg) (结合 律 ) 
SpAO (矛盾 律 ) 
合 0. ( 零 律 ) 
可 知 (3) 为 矛盾 式 . 
(4) 用 两 种 方法 . 
真 值 表 法 ”其 真 值 表 如 表 1-5 所 示 . 
表 1-5 
p gq -7p 也 ~ gq™Y np (pr*a "ge" 
0 0 1 0 1 Y 
0 1 1 1 1 
1 0 0 1 1 和 
1 1 0 1 0 0 


由 表 1-5 可 知 (5) 为 非 重 言 式 的 可 满足 式 . 
主 析 取 范 式 法 
人 
SO(pVq>( ngV mp) 
ST(pVIV (TgV mp) 
S(TpATqg) VigV np 
SpVng 
(mpADV GUATY) 
S(TpA(TgVg))V (mpVp) ANATg) 
兮 (Andq)V(npAd)V(CnpDAndq)VCAn9) 
兮 (Andq)V(CnpAd)V CAn9) 
Om Vm V ms. 
主 析 取 范式 中 含有 3 个 极 小 项 , 缺 一 个 极 小 项 ms ,所 以 (5) 为 非 重 言 式 的 可 满足 式 . 请 
读者 在 以 上 演算 每 一 步 的 后 面 , 填 上 所 用 基本 的 等 值 式 . 
其 余 各 式 请 读者 自己 完成 . 
分 析 1” 真 值 表 法 判断 公式 的 类 型 是 万 能 的 . 公式 A 为 重 言 式 当 且 仅 当 A 的 真 值 表 
的 最 后 一 列 全 为 1; A 为 矛盾 式 当 且 仅 当 A 的 真 值 表 的 最 后 一 列 全 为 0; A 为 非 重 言 式 的 
可 满足 式 当 且 仅 当 A 的 真 值 表 最 后 一 列 既 有 1, 又 有 0. 但 当 命题 变 项 较 多 时 , 真 值 表 的 计 
地 生 汪 总 


算 量 相当 大 . 

2” 用 等 值 演算 法 判断 重 言 式 与 矛盾 式 比较 方便 ,A 为 重 言 式 当 且 仅 当 A 与 1 等 值 ;A 
为 矛盾 式 当 上 且 仅 当 A 与 0 等 值 . 当 A 为 非 重 言 式 的 可 满足 式 时 ,经 过 等 值 演算 可 将 A 化 
简 ,然后 用 观察 法 找到 一 个 成 真 赋值 ,再 找到 一 个 成 假 赋值 ,就 可 判断 A 为 非 重 言 式 的 可 满 
足 式 了 . 例如 ,对 (6) 用 等 值 演算 判断 它 的 类 型 . 

( 亡 人 AD)<>d 
O00Pg. (了 矛盾 律 ) 

显然 ,公式 的 值 与 之 无 关 . 当 g 二 0 时 ,公式 为 1; 当 dq=1 时 ,公式 为 0. 即 00、10 是 成 真 赋 
值 ,01、11 是 成 假 赋值 , 故 (6) 是 非 重 言 式 的 可 满足 式 . 

3” 用 主 析 取 范式 判断 公式 的 类 型 也 是 万 能 的 . A 为 重 言 式 当 且 仅 当 A 的 主 析 取 范 式 
全 全 部 2"(n 为 A 中 所 含 命题 变 项 的 个 数 ) 个 极 小 项 ;A 为 矛盾 式 当 且 仅 当 A 的 主 析 取 范式 
中 不 含 任 何 极 小 项 , 记 它 的 主 析 取 范式 为 0; A 为 非 重 言 式 的 可 满足 式 当 且 仅 当 A 的 主 析 
取 范 式 中 含 极 小 项 ,但 不 是 全 部 的 极 小 项 . 

当 命题 变 项 较 多 时 ,用 主 析 取 范式 法 判 公 式 的 类 型 ,运算 量 是 很 大 的 . 

4” 用 主 合 取 范式 判断 公式 的 类 型 也 是 万 能 的 . A 为 重 言 式 当 且 仅 当 A 的 主 合 取 范 式 
中 不 含 任何 极 大 项 ,此 时 记 A 的 主 合 取 范式 为 1; A 为 矛盾 式 当 且 仅 当 A 的 主 合 取 范式 含 
全 部 2" 个 极 大 项 (n 为 A 中 含 的 命题 变 项 的 个 数 ); A 为 非 重 言 式 的 可 满足 式 当 且 仅 当 A 
的 主 析 取 范式 中 含 极 大 项 ,但 不 是 全 部 的 极 大 项 . 

1.8 (1) 从 左边 开始 演算 

(PPAdV(CDAnd) 


SOphA (gqgV 7mg) (分 配 律 ) 
SpAl ( 排 中 律 ) 
Op. (同一 律 ) 
(2) 从 右边 开始 演算 : 
p>(gAr) 
STpV (gMAr7) (蕴涵 等 值 式 ) 
S(TpVgAC(TpV7) (分 配 律 ) 
SO(p>q) Np>7). (蕴涵 等 值 式 ) 
(3) 从 左边 开始 演算 : 
一 (pe>d) 


全 (CD 一 q) A (g™p)) 
后 -CCnpVdACnoVDD)) 
ST((TpATqV TPApV (gqgA7gq)V (pAg)) 
S77((TpATq)V (pAg)) 
SO(pVg) A (pAq). 
请 读者 填 上 每 步 所 用 的 基本 等 值 式 . 
本 题 也 可 以 从 右边 开始 演算 : 
i 


(CPPVa)AnCpAd) 
S77((pVa) AnCAd)) 
兮 (mVdqVnmCpAd)) 
S77((TpATg)V (pAg)) 
ST((TPVP)IAC(TpPVg A TqgV pA (TgVg)) 
ST(1NA(TpVg)A(TqVp)A1) 
ST7((TpVg A (TqVp)) 


S77((p>q) NM(g>p)) 
S77(pog). 
读者 填 上 每 步 所 用 的 基本 的 等 值 式 . 
1.9 (1) -((pAg)—>p) 
Sn"(pAq Vp) (蕴涵 等 值 式 ) 
SpMgAnp ( 德 。 摩根 律 ) 
兮 (Ap) Ad (结合 律 .交换 律 ) 
SO0Ng (矛盾 式 ) 
后 0. ( 零 律 ) 


由 最 后 一 步 可知 该 公式 为 矛盾 式 . 
(2) ((p>q)AM(g™>p)) oo (pmg) 
SO(poqg) epeeg). 


(等 价 等 值 式 ) 


由 于 较 高 层次 等 价 号 两 边 的 公式 相同 ,因而 此 公式 无 成 假 赋值 ,所 以 , 它 为 重 言 式 . 


(3) (mp>q)>(g>-p) 


SO(pVO>( TqV 7p) (蕴涵 等 值 式 ) 
OIpVIDV (mqgV 7p) (蕴涵 等 值 式 ) 
SOG(mpATg) VigVnp ( 德 。 摩根 律 ) 
STgVnp (吸收 律 ) 
SO 7pV ng. (交换 律 ) 


由 最 后 一 步 容 易 观察 到 ,11 为 该 公式 成 假 赋值 ,因而 它 不 是 重 言 式 ,又 00、01、10 为 成 
真 赋值 ,因而 它 不 是 矛盾 式 , 所 以 它 是 非 重 言 式 的 可 满足 式 . 

1.10 先 根 据 成 真 赋值 或 成 假 赋 值 写 出 主 析 取 范式 或 主 合 取 范 式 ,然后 用 等 值 演算 化 
成 指定 联结 词 集 上 的 公式 . 有 时 也 可 以 通过 观察 给 出 真 值 函 数 的 公式 表示 . 

(a) 下 只 有 一 个 成 真 赋值 10, 它 是 了 下 唯一 的 成 假 赋值 ,因而 可 以 看 出 


FSO7(p™>q). 
这 是 {” ,一 } 上 的 公式 . 接 下 去 用 等 值 演算 
-7(p>q)SO 7mpVg) 这 是 {一 ,V } 上 的 公式 
SpAng 这 是 {一 , 和 人} 上 的 公式 
ST7( pA7g) 
合力 个 ”9) 


S77(pt (gto)) 
Spt gta tpt Cg¢g)) 这 是 { 个 } 上 的 公式 


人 


nmCnpVvVdq) 全 ”py 


S(pyp) yg. 这 是 { y } 上 的 公式 
(b) 01、11 是 G 的 成 真 赋值 , 故 
GSOm V ms 
S(TpAg)V (pAg) 
S(TpVp)Ng 
Og. 
由 于 公式 不 含 联结 词 ,所 以 它 是 任何 联结 词 集 上 的 合式 公式 . 
(c) 不 难看 出 
HO 7g 这 是 {一 ,一 },{ 一 ,V } 和 {一 , 人 } 上 的 公式 
Sqtga 这 是 {个 } 上 的 公式 
又 
7gSgqg yg. 这 是 {( y } 上 的 公式 
(d) 11 是 RR 唯一 的 成 假 赋值 , 故 
RSOM,; 
STpVng 这 是 {一 ,V } 上 的 公式 
今 7T(pAg) 这 是 { 一 ig 
Opha 这 是 { 个》 
7pV7igSp> ng 0 ps 式 


”pvVndq 今 ”mpVn9g) 
S77mpy 19) 
ST7((pYP YY (gyq)) 
富 ((pyPY gygD) ypyp)y (gyg)).， 这 是 {yy } 上 的 公式 
分 析 1” 在 求 {个 } 和 {yy} 上 的 公式 时 , 常 使 用 下 述 公 式 
-AAA 
SOAVA. 
2” 真 值 函 数 在 给 定 联结 词 集 上 的 公式 表示 不 是 唯一 的 . 
1.11 (1) 对 C 是 否 为 矛盾 式 进行 讨论 . 
当 C 为 矛盾 式 时 , 若 AV CSBVC, 则 一 定 有 A 全 B. 这 是 因为 ,此 时 ,AV CSA,BV CS 
B, 所 以 
ASAVCSBVCSB. 
而 当 C 不 是 矛盾 式 时 ,AV CeBVC, 不 一 定 有 A 驴 B. 举 反例 如 下 : 
设 ABC 均 为 含 命题 变 项 pg 的 公式 . A.B.C 及 AVC、.BVC 的 真 值 表 如 表 1-6 所 
示 . 从 表 1-6 可 看 出 ,AVCSBVC, 但 A B. 
(2) 对 C 是 否 为 重 言 式 进行 讨论 . 
若 C 为 重 言 式 , 则 AACSA,BACSB. 于 是 ,着 AACSSOBAC, 则 
ASAACSBACSOB. 


人 


当 C 不 是 重 言 式 时 ,A 人 CSBAC 不 一 定 能 推出 A 今 B, 请 读者 举 出 反例 . 


表 1-6 
p gq A B 从 AVC BVC 
0 0 0 0 0 0 0 


(3) 车 -A 全 一 B, 则 A 仿 B. 证 明 如 下 : 


AS--A (双重 否定 律 ) 
S77-B (7-7AS -B) 
OB. (双重 否定 律 ) 


2 《1 pV(aNr)y-=(phoNr) 
ST(pV (gMAr)V (pAgAr) 
SpA(NgV oir V (pAgAr) 
S(TpATODV (TpATr VY (pAgAr) 
S(TpATqgACorVD VpA(TgVg Am VV (pAgAr) 
S(TpATgA VpATgADV TpATgAm VmpAgAmr)V (pAgqAr) 
S(TpATqgATNV (TpATqgA DV (mpAgAmr VV (pAqAr) 
Sm Vm Vm V 7127 。 
这 是 公式 的 主 析 取 范式 , 主 合 取 范式 为 Ms 人 AM, 人 Ms 人 Ms ,成 真 赋值 为 000、001、010、111， 
成 假 赋 值 为 011、100、101、110. 
(2) (p>qg)>( 1gVp) 
SO(pVgq)>(n"gVp) 
ST(pVgV (mqgVp) 
S(TpATg) VigVp 
S(TpPATOV CPPpVp)ATG)V (pA (TqgVg)) 
S(TpATOV TPATOV (pATqG)V (pATq)V (pAg) 
Omo V ms V m;. 
这 是 公式 的 主 析 取 范式 , 主 合 取 范式 为 Mi ,成 真 赋值 为 00,10,11, 成 假 赋 值 为 01. 
(3) (p>q)MNgAr 
S77(TpVg)NgAr 
SO(pATg)NgAr 
SpA(TqgNg)Ar 
SpAONr 
0. 
这 是 公式 的 主 析 取 范 式 , 主 合 取 范 式 为 Mo 人 Mi 人 M; 人 Ms 人 M4 人 Ms 人 Me 人 M; :成 假 赋值 
i 


为 000,001,010,011,100,101,110,111 ,无 成 真 赋值 ,公式 为 矛盾 式 . 
分 析 1” 设 公式 中 含 n(n 宇 1) 个 命题 变 项 , 它 的 主 析 取 范式 中 含 1(0 志 /二 2”) 个 极 小 
项 , 则 主 合 取 范 式 中 含 2" 一 / 个 极 大 项 , 极 大 项 的 角 标 为 0 到 2 一 1 中 未 在 主 析 取 范式 的 极 
小 项 角 标 中 出 现 过 的 十 进 制 数 . 只 要 知道 公式 的 主 析 取 范式 ,就 立即 可 以 知道 它 的 主 合 取 
范式 . 反之 亦 然 . 
在 (1) 中 ,一 3, 主 析 取 范式 中 含 4 个 极 小 项 ,所 以 主 合 取 范 式 中 必 会 2 一 4 二 4 个 极 大 
项 . 主 析 取 范式 的 极 小 项 的 角 标 为 0.1.2.7, 主 合 取 范 式 的 极 大 项 角 标 为 3、4、5、6. 
2” 公式 的 主 析 取 范式 中 极 小 项 角 标 的 二 进 制 表示 为 公式 的 成 真 赋值 , 主 合 取 范 式 中 
所 含 极 大 项 角 标 的 二 进 制 表示 为 成 假 赋值 . 在 (1) 中 , 主 析 取 范式 中 的 极 小 项 角 标 为 0、1、2、 
7, 它 们 的 二 进 制 表示 分 别 为 000、001、010、111, 这 就 是 它 的 成 真 赋值 . 主 合 取 范式 的 极 大 项 
角 标 为 3、4、5、6, 成 假 赋值 为 011、100、101.、110. 
1.13 (1) 首先 求 p 习 (qr) 的 主 析 取 范式 . 
P(gq™*r) 
/ARALAAD) 
STpVngVr. 
由 于 演算 过 程 较 长 ,可 以 分 别 先 求 出 由 了-p、mg、r 派生 的 极 小 项 .注意 ,本 公式 中 含 3 个 命 
题 变 项 ,所 以 , 极 小 项 长 度 为 3. 
mp 全 ”PPACndqVdqACnrV7) 
S(TpATqgAm VV (mpAngAr) 
Vi-pAgqgAmr)V (mpAaqAr) 
Om Vm Vm Vms 
TgSO(TpVp)ATgA (TrVr) 
全 (人 AndqAnrV(CnpAndqAr ) 
V(pPAndgAnrV(CPAndgA 人 AD) 
Sm VmVm Vms 
reS(TpVpP)A(TgVag) Ar 
S(TpAngAn VTpAgAr) 
Vl(pATgAr VpAgAr) 
Sm Vm Vms Vm. 
利用 等 舌 律 可 知 
p>(g> Om Vm Vm VmsV mV ms V mi. 
类 似 地 ,可 求 出 g>(p 一 7) 的 主 析 取 范式 也 为 上 式 , 由 于 两 个 公式 的 主 析 取 范 式 相 同 , 因 此 ， 
(p>(g>r)SO(g> (p>7)). 
(2) pha 
ST(pAg) 
OpVng 
S(TpA(TgVg))V ((TpVp) NATg) 
S(TpATOV TpAgqV (mpATqg)V (pA7g) 
i 


由 于 pg 与 py gq 的 主 析 取 范式 不 同 ,因而 它们 不 等 值 , 即 p 和 gq pg. 


S(TpATqgV (TpAgq)V (pA7Tg) 
Sm Vm V m2. 
prya 
S77(pVg) 
phng 
Omo. 


1.14 设 p: 输入 A; 


q; 输入 B; 
r: 输入 C. 


由 题 给 的 条 件 ,容易 写 出 FA 、Fs、Fc 的 真 值 表 , 如 表 1-7 所 示 . 由 真 值 表 分 别 写 出 它们 的 主 
析 取 范式 ,而 后 将 它们 都 化 成 与 之 等 值 的 { } 中 的 公式 即 可 . 
表 1-7 
p 9 此 Fa Fs Fe 
0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 1 
0 i 0 0 1 0 
0 1 1 0 1 0 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 
1 0 | 0 0 
1 1 0 0 


和 


FaS(pATqgAmn VV (pATqgAr VV (pAgqAmr VV (pAgAr) 


全 (人 Andq)ACnrVrVCA9ACnrVD) 
SO(pATq)V (pAg) 

SOpA(mgVg) 

Op. 

FsSO(TpAgqAmr)V (TpAgqAr) 
全 (Ad)ACnrV7) 
S(TpAg) 

会” ("pAg) 
全 ”CPPVn9) 
全 加， 7g 
Spy Cdoy 9). 


FeSO(TpAngAr) 

ST(pVg) Ar 

SO(pYDAr 

S77((pYDAn 

全 TT(pYq) VT) 

STPpYDY mr 

S((pPYDY PY YYnN. 
分 析 在 将 公式 化 成 {^} 或 {vy } 中 公式 时 ,应 分 以 下 几 步 . 
(1) 先 将 公式 化 成 全 功能 集 { 一, 人, V } 中 的 公式 . 


(2) 使 用 
-AS "(AAA)SA‘A, 
或 
-AS -AVA)SGATVA. 
使 用 双重 否定 律 
AABS--(AAB)SG-.(A‘B) 
SO(A¢$B)t A‘B), 
或 
AVBS--(AVB)S-(AVB) 
SO(AY By (AVYB). 
使 用 德 。 摩 根 律 
AABS--(ANAB)SO -mAV-B) 
S71AVY-BSO(AY A YBYB), 
或 


AVBSO-7-5(AVB)SO-"(-"AA-TB) 
SA¢$-.BSO(A‘A ‘BIB). 
1.15 设 p: 矿 样 为 铁 ; 
g: 矿 样 为 铜 ; 
r: 矿 样 为 锡 . 
设 
所 今 ( 甲 全 对 ) 信 ( 乙 对 一 半 ) 信 ( 丙 全 错 ) 
S(TpATODAC(TpATINV pA) A CpAr) 
S(TpATgATpATrATpAr) 
V(CnpAndaApArAnzpA 人 7 
SO0V0S0. 
下 今 ( 甲 全 对 ) 信 ( 乙 全 错 ) 人 ( 丙 对 一 半 ) 
兮 (DAndq)ACAnr)ACGBArV(Cn An 站 ) 
S(TpATgApATrApADV TpATqgApATrATpATr) 
SO0V O00. 


。2] 。 


设 


F; 兮 ( 甲 对 一 半 ) A( 乙 全 对 ) 人 ( 丙 全 错 ) 

合 ((” pnAd)VCpAnd)ACnPArACn DA 
S(TpAgqgATpANDV pATqgATpAr) 
S(TpAgqgAr Vo 

S77pNaqANr. 

瑟 仿 ( 甲 对 一 半 ) A( 乙 全 错 ) A 人 (两 全 对 ) 
S(TpPADV pATG A pATr A PATr) 
S(TpAgqgApATNDV (CAnqADAnr) 
SOOV (pATqgAmr) 

SOpA7TgAmr. 

F; 今 ( 甲 全 错 ) 信 ( 乙 对 一 半 ) 人 ( 丙 全 对 ) 
SpADAC(CTpAT DV pA A CpATr) 
SO(pAMgAmpAmrApATmr) 

Vl(pAMgApArApAmr) 
SOVO 
兮 0. 

F 今 ( 甲 全 错 ) 信 ( 乙 全 对 ) 信 ( 丙 对 一 半 ) 
SpAqDACTpANDACpPANDV TpATr)) 
SO(pAMgqgATpArApAr) 

Vl(pAMgqgAmpArAmpAmr) 
SOVO 
全 0. 


下 局 (一 人 全 对 ) 和 人 (一 人 对 一 半 ) 人 (一 人 全 错 ) 
SFIVFA VF VFIVFVF, 
S(TpANgqAnV (AnqAnmr). 


由 于 Ff 今 1, 又 注意 到 矿 样 不 可 能 既是 铜 又 是 锡 , 即 g、r 中 必 有 假 命 题 , 所 以 ~ 了 pAgAr 全 0， 


因而 必 有 


全 错 了 . 
1.16 


pA7gA7mrSl. 
得 证 ,p 为 真 ,gq 与 + 为 假 , 即 矿 样 为 铁 ， 从 而 ,再 的 判断 全 对 , 甲 的 判断 对 一 半 ,而 乙 的 判断 
设 zx、y、z 表示 3 个 开关 ,一 1 表示 灯亮 ，! 一 一 -| 放 一 
F 一 0 表示 灯 黑 不妨 设 当 z* 一 y 一 < 一 1 时 灯亮 . 与 +、} 二 上 一 》 
ywz 的 关系 如 表 1-8 所 示 . 于是， :二 DD» 
下 一 (zzAnyAz)V(CnzAyAnmz) 二 
V(CzAnyAnz)VCzAyAz). = 
图 1-1 


组 合 电路 如 图 1-1 所 示 . 


让 


表 1-8 

工 y z F 工 y z 下 

0 0 0 0 E 0 0 1 

0 0 和 1 1 0 1 0 

0 和 0 1 1 1 0 0 

0 1 1 0 上 1 1 1 

1.17 (1) 根据 表 1-2,F 的 主 析 取 范式 中 有 5 个 极 小 项 ,如 表 1-9 中 所 示 . 用 奎 因 - 莫 


可 拉 斯 基 方法 化 简 的 过 程 列 于 表 1-9 中 . 从 不 带 * 的 供 选 项 中 ,不 难看 出 (1,3),(1,4)， 
(2,5) 和 (1,4),(2,3),(2,5) 都 可 以 覆盖 这 5 个 极 小 项 ,它们 的 运算 符 个 数 相同 , 故 下 的 最 


简 展开 式 为 
(nzAy)V(CnzAz)VCzAny) 和 (nzAy)VCrAny)V(CnyAz). 
表 1-9 
编号 极 小 项 角 码 标记 合并 项 项 表示 串 

1 PZAyAzx 011 关 (1,3) -rhAz 0-1 
2 xzA-yMNz 101 x (1,4) nzAy 01- 
3 ”ZrAnyAz 001 关 (2,3) "yAMz -01 
4 -~zAyAnz 010 x (2,5) zAny 10- 
5 AnyAnz 100 x 


(2) 下 有 6 个 极 小 项 , 列 于 表 1-10 中 . 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 化 简 的 过 程 如 表 1-10 
所 示 . (1,3),(2,4,5,6) 可 以 覆盖 这 6 个 极 小 项 , 故 下 的 最 简 展开 式 为 
(wriAes Nai) VC zs A 


表 1-10 
编号 极 小 项 角 码 | 标记 合并 项 项 表示 串 | 标记 

1 zi Nz Nzs Nz 1011 委 《Ys Zi 人 -zz 人 zs 101- 

2 ZI 人 zs 人 -zs A 1100 关 ‘(2,4) Ti 人 -Is Mz 1-00 闫 

. ZI 人 -zz 人 zs Nm, 1010 关 《75 zs 人 ”zs 人 一 2 -100 关 

4 zi 人 -zz 人 一 zs Az, 1000 * (3,4) zi 人 -Te 人 一 2 10-0 

8 -x Nz AnzsA 人 ”nz 0100 关 (4.6) mzs Nnzs Mn, -000 关 

6 mzAnmze 人 nzs 人 nz 0000 基 (5,6) zi 人 Anmzs Mn 0-00 关 
(256) "zs A 一 00 


分 析 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 合并 极 小 项 时 ,只 需 考 虑 角 码 中 1 的 个 数 相差 1 的 项 . 
如 表 1-10 中 第 1 项 的 角 码 中 有 3 个 1, 第 2.3 项 中 有 2 个 1, 第 4.5 项 中 有 1 个 1, 第 6 项 中 


守 注 莹 间 


没有 1. 因此 ,只 需 考 虑 第 1 项 与 第 2.3 项 ,第 2.3 项 与 第 4.5 项 ,第 4.5 项 与 第 6 项 是 否 可 
以 合并 . 接 下 来 的 合并 与 此 类 似 , 只 需 考虑 (1,3) 与 (2,4)、(2,5)、(3,4), 及 (2,4)、(2,5)、 
(3,4) 与 (4,6)、(5,6) 是 否 能 合并 . 
1.18 令 p: 今天 是 1 号 ; 
d: 明天 是 5 号 . 
由 于 本 题 给 出 的 推理 都 比较 简单 ,因而 可 以 直接 判断 推理 的 形式 结构 是 否 为 重 言 式 . 
(1) 推理 的 形式 结构 为 


(p>q) Mp™>gq. 
由 假 言 推理 定律 
(p>q) A p=>gq, 
推理 正确 . 
(2) 推理 的 形式 结构 为 
(pa Ny: 


01 是 该 公式 的 成 假 赋值 ,所 以 推理 的 形式 结构 不 是 重 言 式 , 故 推理 不 正确 . 
(3) 推理 的 形式 结构 为 
(pg) Ng "ip, 
由 拒 取 式 推理 定律 
(p>q) MATg=> 7p, 
推理 正确 . 
(4) 推理 的 形式 结构 为 
(po Np "ng, 
01 是 该 公式 的 成 假 赋值 ,所 以 推理 不 正确 . 
分 析 对 于 比较 简单 的 推理 的 形式 结构 ,可 以 直接 判断 推理 的 形式 结构 是 否 为 重 言 式 . 
进而 证 明 它 是 重 言 式 ,从 而 推理 正确 ; 或 者 观察 出 一 个 成 假 赋值 ,说 明 推 理 不 正确 . 
1.19 (1) 


证 明 @ mgVr 前 提 引 入 
加 一 前 提 引 入 
©® mg Q@@ 析 取 三 段 论 
@ (And) 前 提 引 入 
© "pVg @ 置 换 
© -pp @@ 析 取 三 段 论 
(2) 
证 明 @ p>(g™>s) 前 提 引 入 
©@ g>(p™>;) 中 置换 
gq 前 提 引 入 
@ p>;s @G@ 假 言 推理 
© PPVnmr 前 提 引 入 
@ 一 加 置换 


Ee 


Drs 


(3) 用 附加 前 提 证 明 法 


证 明 


Op 
© pq 
@g 
@phg 


或 者 不 用 附加 前 提 证 明 法 


证 明 


(4) 
证 明 


© pq 
© -pVg 


®@ (pVp)A(TpVG) 


@ -pV (pAag) 
© p>(pAg) 


© sot 

© (一 上 ) A (>s) 
Q@ t>;s 

图 :Ar 

@t 

©:; 

© qs 

©® (g™>;) A (s—>g) 
©@ :一 4 

Wu 

@ 9 一 

®p 

Br 
@WpAgqNsAr 


(5) 用 归纳 法 . 


证 明 


Da 

加 下 Vs 

©®@ 7s 

@ mr 

© (pAg)—r 
© (pAg) 
© "pVng 
®p 

@7g 
WgyAN7g 


@@ 假 言 三 段 论 


附加 前 提 引 入 
前 提 引 入 
加 加 假 言 推理 
@@ 合 取 


前 提 引 入 
@ 置 换 
@ 置 换 
回 置换 
@ 置 换 


前 提 引 入 

@ 置 换 

加 化 简 

前 提 引 入 

@ 化 简 
@@ 假 言 推理 
前 提 引 入 

@ 〇 置换 

@ 化 简 
@@ 假 言 推理 
前 提 引 入 

四 @ 假 言 推 理 
@ 化 简 
@d@@@ 合 取 


结论 的 否定 引入 
前 提 引 入 

前 提 引 入 

加 四 析 取 三 段 论 
前 提 引 入 
@ 回 拒 取 式 

@ 置 换 

前 提 引 入 
@@ 析 取 三 段 论 
QO@ 合 取 


z 


Do 外 置换 
1.20 设 p: 他 是 理科 生 ; 


gq: 他 是 文科 生 ; 
r: 他 学 好 数学 . 
前 提 p>7, "gp 777: 
结论 g. 
证 明 @ p>r 前 提 引 入 
©® 7 前 提 引 入 
® 7p Q@@ 拒 取 式 
@ mg>p 前 提 引 入 
©® -7g @@@ 拒 取 式 
©@g 加 置换 
得 证 推理 正确 . 


1.21 答案 A: @; B: @; Ci 
分 析 ”本题 可 用 多 种 方法 求解 . 根据 要 回答 的 问题 ,最 好 是 用 真 值 表 法 或 主 析 取 范式 
法 . 这 里 采用 主 析 取 范式 法 ， 
pVl(gAmn OpATgAm VV (pATqgArV (pAgqAmr) 
Vl(pAgqAnDV pAgqAmr VCmpAgA7r) 
Sm Vm Vms VmeV mr. 
所 以 ,成 真 赋值 为 010、100、101、110、111, 成 假 赋 值 为 000、001、011, 公 式 是 非 重 言 式 的 可 满 
足 式 . 
1.22 答案 A: @; B: @; C: ©. 
分 析 用 主 析 取 范式 求解 ， 
一 ( 户 人 da) 一 
SO(pAgDVr 
SpAq)ACrVin VpVTp)A (gqgV mig Ar 
Sm Vm Vms Vme Vm. 
从 上 式 可 知 , -CpAg)>; 的 主 析 取 范 式 中 含 5 个 极 小 项 ,成 真 赋值 为 001.011.101、110、 
111. 主 合 取 范式 中 有 2 一 5 二 3 个 极 大 项 . 
本 题 也 可 以 用 主 合 取 范 式 和 真 值 表 法 求解 . 
1.23 答案 A: @; B: @; C: ©. 
分 析 可 用 构造 证 明 法 解 此 题 . 


(1) D mqgVr 前 提 引 入 
=F 前 提 引 入 
©® md Q@@ 析 取 三 段 论 
@ (pA7g) 前 提 引 入 
@ -pVga @ 置 换 
© -pp 图 @@ 析 取 三 段 论 


。26 。 


至 此 可 知 " 户 是 (1) 的 逻辑 结论 . 


C2) 四 -Vs 前 提 引 入 
© ”5 前 提 引 入 
国 := Q@@ 析 取 三 段 论 
@ (pAD—>r 前 提 引 入 
© -(pAg) @@@ 拒 取 式 
© -pV7g 加 置换 
至 此 可 知 -pV-g 是 (2) 的 逻辑 结论 . 
(3) D -pVga 前 提 引 入 
© pg 中 置换 
®@ mgVr 前 提 引 入 
@ g>r @ 置 换 
© p>r Q@@ 假 言 三 段 论 
© 下 前 提 引 入 
© ps @@ 假 言 三 段 论 


至 此 可 知 ps 是 (3) 的 逻辑 结论 . 


一 防 避 灶 


内 容 提 要 


MI 
让 
LS 
| | 


1. 一 阶 逻辑 基本 概念 
个 体 词 .谓词 与 量词 ”在 一 阶 逻辑 中 ,简单 命题 被 分 解 成 主语 和 谓语 两 部 分 . 表示 主语 


的 词 ( 一 般 由 名 词 或 代词 充当 ) 称 为 个 体 词 . 具体 或 特定 的 个 体 词 称 为 个 体 常 项 ,抽象 的 或 
泛 指 的 个 体 词 称 为 个 体 变 项 ,个 体 变 项 的 取 值 范围 称 为 个 体 域 . 由 宇宙 间 一 切 事 物 组 成 的 
个 体 域 称 为 全 总 个 体 域 . 表示 谓语 的 用 来 刻画 个 体 词性 质 或 个 体 词 之 间 关 系 的 词 称 为 谓 


词 . 


谓词 分 为 谓词 常 项 和 谓词 变 项 .一 般 地 ,用 P(xi ,zs，… ,zx,) 表 示 含 n(n 三 1) 个 个 体 变 项 


的 nn 元 谓词 , 它 是 以 个 体 变 项 的 个 体 域 为 定义 域 ,以 {0,1}) 为 值 域 的 元 孔 数 . 2 一 1 时 ， 
P(x) 表 示 xz 具有 人 性质;n 之 2 时 ,PCzi,zz，…zw) 表 示 zx1,T2，… ,zs 之 间 有 关系 P. 为 了 
讨论 个 体 域 中 具有 共同 性 质 的 个 体 的 其 他 性 质 , 首 先 要 引进 表示 其 共同 性 质 的 谓词 , 称 这 样 
的 谓词 为 特性 谓词 . 


表示 数量 的 词 称 为 量词 . 表示 "存在 "的 量词 称 为 存在 量词 ,用 了 表示 . 表示 “所 有 ”的 


量词 称 为 全 称 量词 ,用 VY 表示. 


tas 


2. 一 阶 逻 辑 公 式 及 其 解释 

字母 表 

(1) 个 体 常 项 : a,bycsw** aisbiscis" ,i 宇 ]; 

(2) 个 体 变 项 ; zyyz，…ziyyiyzi…i 志 1; 

(3) 函数 符号 : f,g,h,*… ,fi,gishi, "si 之 1; 

(4) 谓词 符号 , F,G,H,*…,F;,G;,H;,*… ,i 之 1; 

(5) 量词 符号 : 3 ,VY ; 

(6) 联结 词 : ,人 A 人 ,V ,一 ,一 ; 

(7) 括号 与 逗号 : (，)，,. 

项 

(1) 个 体 常 项 和 个 体 变 项 是 项 ; 

(2) 若 g(xi,xs，… ,Xz,) 为 任意 的 nn 元 函数 ,4 ,ts，…,t, 是 项 , 则 g(ts，…,t,) 是 项 ; 
(3) 只 有 有 限 次 地 应 用 (1)、(2) 生 成 的 符号 串 才 是 项 . 

原子 公式 ” 设 P(rzi,zs，…,X,) 是 任意 的 n(n 宇 1) 元 谓词 ,t,ts;,…,t, 是 项 , 则 称 P(ti， 
“为 原子 公式 ; 

合式 公式 


(1》 原子 公式 是 合式 公式 ， 
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(2) 车 A 为 合式 公式 , 则 (一 A) 也 是 合式 公式 ; 

(3) 车 A.B 是 合式 公式 , 则 (AAB)、(AVB).(A 一 B)、(AB) 也 是 合式 公式 ; 

(4) 车 A 是 合式 公式 , 则 VzA、3zA 也 是 合式 公式 ; 

(5) 只 有 有 限 次 地 应 用 (1) 一 (4) 生 成 的 符号 串 才 是 合式 公式 ,简称 公式 . 

指导 变 元 . 辖 域 ”在 公式 VzA 和 3rA 中 , 称 z 为 指导 变 元 , 称 A 为 相应 量词 的 辖 域 . 
当 工 为 指导 变 元 时 ,A 中 的 所 有 出 现 都 称 为 是 约束 出 现 ,A 中 不 是 约束 出 现 的 个 体 变 项 
称 为 自由 出 现 . 若 在 VzA 和 3zA 中 ,无 自由 出 现 的 个 体 变 项 , 则 称 它们 为 闭 式 . 

解释 ”一 个 解释 由 4 个 部 分 组 成 : 

(1) 非 空 个 体 域 D; 

(2) 给 论 及 的 每 一 个 个 体 常 项 符号 指定 一 个 D 中 的 元 素 ; 

(3) 给 论 及 的 每 一 个 函数 变 项 符号 指定 一 个 D 上 的 函数 ; 

(4) 给 论 及 的 每 一 个 谓词 变 项 符号 指定 一 个 D 上 的 谓词 . 

赋值 ”在 给 定 的 解释 下 ,对 公式 中 每 一 个 自由 出 现 的 个 体 变 项 指定 个 体 域 中 的 一 个 
元 素 . 

在 给 定 的 解释 I 和 赋值 和 下 ,采用 指定 的 个 体 域 D, 并 将 公式 A 中 的 所 有 个 体 常 项 符 
号 .函数 变 项 符号 及 谓词 变 项 符号 分 别 蔡 换 成 工 中 指定 的 元 素 、 函 数 及 谓词 ,将 A 中 所 有 自 
由 出 现 的 个 体 变 项 符号 替换 成 c 指定 的 元 素 . 

公式 的 分 类 若 A 在 任何 解释 和 该 解释 下 的 任何 赋值 下 均 为 真 , 则 称 A 为 逻辑 有 效 式 
或 永 真 式 ; 若 A 在 任何 解释 和 该 解释 下 的 任何 赋值 下 均 为 假 , 则 称 A 为 矛盾 式 ; 若 A 至 少 
存在 一 个 成 真 的 解释 和 该 解释 下 的 一 个 赋值 , 则 称 A 为 可 满足 式 . 

代 换 实例 ” 设 Au 是 含 ” 个 命题 变 项 Pi ,ps,…,p, 的 公式 ,用 一 阶 逻辑 公式 A;(1<i 壹 
2) 处 取代 A。 中 的 户 ,所 得 公式 A 称 为 Au 的 代 换 实例 . 

主要 定理 

定理 2.1 命题 逻辑 中 重 言 式 的 代 换 实例 都 是 逻辑 有 效 式 ,命题 逻辑 中 矛盾 式 的 代 换 
实例 都 是 矛盾 式 . 


3. 一 阶 逻辑 等 值 式 


等 值 式 ” 设 A、B 为 一 阶 逻 辑 公 式 , 若 AB 为 逻辑 有 效 式 , 则 称 A 与 B 等 值 , 记 作 
ASB. 

前 束 范式 ”车 一 阶 逻 辑 公 式 A 具有 如 下 形式 : 

QiziQzzz…QtztB ， 

则 称 A 为 前 束 范式 ,其 中 Q;(1<i<k) 为 V 或 3 , 且 B 中 不 含量 词 . 

主要 定理 

定理 2.2 任何 一 阶 逻 辑 公 式 都 存在 与 之 等 值 的 前 束 范式 (但 形式 不 唯一 ). 

换 名 规则 将 一 个 指导 变 项 及 其 在 辖 域 中 所 有 约束 出 现 替 换 成 公式 中 没有 出 现 的 个 体 
变 项 符号 . 

通过 使 用 换 名 规则 得 到 的 公式 与 原 公 式 等 值 . 

去 章 避 


量词 否定 等 值 式 

(1) ”VzA(Cz) 全 了 r”ACz); 

(2) ”3zA(Cz) 合 VzmA(Cz). 

量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 

设 公式 B 中 不 含 zx 的 自由 出 现 . 

(1) Vr(A(xr)V B)SO YrA(r) VB; 

(2) Yr(A(z)AB)SO YrA(z) AB; 

(3) Vr(A(z)>B)SO drA(r)™>B; 

(4) Yr(B—>A(zr))SOB—> VrA(z); 

(5) dr(A(x) VB)S drA(r) VB; 

(6) dr(A(x) MB)S IdrA(r) MB; 

(7) Jzx(A(x)>B)SO YrA(zr)—B; 

(8) dr(B>A(z))SB™> jrA(z). 
量词 分 配 等 值 式 

(1) Vr(A(r) MAB )SOVrA(r) A YrB(r); 
(2) dr(A(x)V B(x))S drA(r)V jrB(z). 
消去 量词 

设 个 体 域 为 有 穷 集合 D= {a ,as，… ,a,});, 则 

(1) YrA(zx) 可 写成 A(a1)AA(as)A…AAla,); 
(2) 3xA(zx) 可 写成 A(a1)VA(as)V VAla,). 


4. 小 结 


学 习 第 2 章 (一 阶 逻 辑 ) 要 注意 以 下 几 点 . 
(1) 同一 个 命题 在 不 同 个 体 域 内 可 能 有 不 同 的 符号 化 形式 ,也 可 能 有 不 同 的 真 值 , 因 而 
在 将 一 个 命题 符号 化 之 前 ,必须 弄 清 个 体 域 . 若 没有 指定 个 体 域 , 应 采用 全 总 个 体 域 . 
(2) 在 一 阶 逻 辑 命题 符号 化 时 ,经 常 使 用 下 面 两 种 形式 的 公式 ; 
VzCFCz) 一 GCZ)) 
3zCFGCz)AGCz)) 
其 中 FCz)、G(Cz) 为 任意 两 个 1 元 谓词 ,其 中 F(z) 是 特性 谓词 . 
第 一 个 公式 的 含义 是 “对 于 任意 的 个 体 z, 如 果 xz 具 有 性 质 下 , 则 x 也 有 性 质 G.” 第 二 
个 公式 的 含义 是 “存在 个 体 x, 具 有 性 质 下 和 性 质 G.” 或 者 “存在 具有 性 质 下 的 个 体 x 具有 
性 质 G.” 
注意 不 要 把 它们 与 下 述 两 个 公式 混 消 : 
Vrz(F(x) AG(z)) 
(PCs)-»G(s)) 
这 两 个 公式 的 含义 分 别 是 所 有 的 个 体 zx, 都 有 性 质 下 并 且 有 性 质 G.” 和 “存在 个 体 xz, 若 工 
有 性 质 下 , 则 x 有 性 质 G.”. 
(3) 一 阶 逻辑 公式 共 分 3 种 类 型 : 逻辑 有 效 式 ( 永 真 式 ). 矛盾 式 和 可 满足 式 . 公式 在 任 
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何 解释 和 赋值 下 都 是 命题 . 对 于 闭 式 ,只 需要 给 定 解释 . 
(4) 记 住 主要 的 等 值 式 ,包括 量词 否定 等 值 式 、 量 词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 、 量 词 分 配 
等 值 式 \ 在 有 限 个 体 域内 消去 量词 等 值 式 . 会 用 换 名 规则 ,会 求 给 定 公 式 的 前 束 范式 . 


习 题 


2.1 在 一 阶 逻辑 中 将 下 列 命题 符号 化 . 
(1) 乌 都 会 飞翔 . 
(2) 并 不 是 所 有 的 人 都 爱 吃 糖 . 
(3) 有 人 爱 看 小 说 . 
(4) 没有 不 爱 看 电影 的 人 . 
2.2 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 列 命题 符号 化 ,并 指出 各 命题 的 真 值 . 个体 域 分 别 为 
(a) 自然 数 集合 N(N 中 含 0). 
(b) 整数 集合 Z. 
(c) 实数 集合 R. 
(1) 对 于 任意 的 zx, 均 有 (zx 十 1)?==x? 十 2z 十 1. 
(2) 存在 zz, 使 得 x 十 2=0. 
(3) 存在 x, 使 得 5x=1. 
2.3 在 一 阶 逻 辑 中 ,将 下 面 命 题 符号 化 . 
(1) 每 个 大 学 生 不 是 文科 生 就 是 理科 生 . 
(2) 有 些 人 喜欢 所 有 的 花 . 
(3) 没有 不 犯错 误 的 人 . 
(4) 在 北京 工作 的 人 未 必 都 是 北京 人 . 
(5) 任何 金属 都 可 以 溶解 在 某 种 液体 中 . 
(6) 凡 对 顶 角 都 相等 . 
2.4 ”将 下 列 各 式 翻译 成 自然 语言 ,然后 在 不 同 个 体 域 中 确定 它们 的 真 值 . 
(1) Vr dy(x* y=0). 
(2) dr Vy(x* y=0). 
(3) Vr dy(x * y=1). 
(4) dr Vy(xz* y=1). 
(5) Vz 3y(z。y 一 工 ). 
(6) dr Vy(z。y 一 工 ). 
(7) Vz Vy 3jz(z 一 y 一 z). 
个 体 域 分 别 为 
(a) 实数 集合 R. 
(b) 整数 集合 Z. 
(c) 正 整 数 集合 Z1+. 
(d) R 一 {0}( 非 零 实数 集合 ). 
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2.5 (1) 试 给 出 解释 厂 ,使 得 
Vr(F(z)>G(z)) 与 Yr(F(r) AG(z)) 

在 五 下 具有 不 同 的 真 值 . 

(2) 试 给 出 解释 1 ,使 得 

3zCFCz)AGCz)) 与 了 3zCFCz) 一 GOz)) 

在 I, 下 具有 不 同 的 真 值 . 

2.6 设 解释 尺 和 赋值 c 如 下 : Dr 是 实数 集 ,a 二 0, 函 数 f(x,y) 二 x 一 y, 谓 词 F(x,y) 
为 + 二 ys,o: a(Cz) 一 0,o(Cy) 王 1,o(z) 一 2. 在 解释 R 和 赋值 下 ,下 列 哪些 公式 为 真 ” 哪 些 
为 假 ? 

(1) VrF(fla,7x),a). 

(C2) VeFCF CTs Is yy P(r YY)), 

(3) Vzr(F(zr,y)> Vy(F(y,z)—> VzF(zr,z))). 

(4) Vr jyF(zr,f (f(x,y),y)). 

2.7 给 出 解释 了 使 下 面 两 个 公式 在 解释 工 下 均 为 假 , 从 而 说 明 这 两 个 公式 都 不 是 逮 
辑 有 效 式 . 

(1) Vr(F(x)VG(zr)>( VrF(r) VYrG(7)). 

(2) (CAEPC2 NG (P(r NAG(2)Y, 

2.8 试 寻找 一 个 闭 式 A, 使 A 在 某 些 解释 下 为 真 ,而 在 另外 一 些 解释 下 A 为 假 . 

2.9 试 给 出 一 个 非 封 闭 的 公式 A ,使 得 存在 解释 1, 在 I 下 A 的 真 值 是 不 确定 的 , 即 A 
仍 不 是 命题 . 

2.10 设 个 体 域 D={a,b,c) ,在 了 下 验证 量词 否定 等 值 式 . 

(1) 7 YrA(z)S 3r "A(z). 

(2) -ArA(z)SO Yr -A(z). 

2.11 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 面 命题 符号 化 ,并 且 要 求 只 使 用 全 称 量词 . 

(1) 没有 人 长 着 绿色 头发 . 

(2) 有 的 北京 人 没 去 过 香山 . 

2.12 设 个 体 域 D=={a.b,c) ,消去 下 列 各 公式 中 的 量词 . 

(1) VzFCz)- 3yG(y). 

(2) Vz(F(z) 人 3yG(Cy)). 

(3) dr VyH (zx,y). 

2.13 设 解释 1 为 : 个 体 域 D={ 一 2,3,6) ,a 二 3, 一 元 谓词 F(x): zx 委 3;GCz): zx>5; 
R(xr): x<7. 在 I 下 求 下 列 各 式 的 真 值 . 

(C1) Vz(P(r) NG(TY); 

(2) Vz(RCz) 一 FCz))VGCa). 

(3) dzr(F(z)VG(z)). 

2.14 求 下 列 各 式 的 前 束 范式 . 

(1) TAzF(z)—> VYyG(z,y). 
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(2) ”(VzFCz,y)V3yGCz,y)). 

2.15 求 下 列 各 式 的 前 束 范式 . 

(1) VrF(r)V jdyG(zr,y). 

(2) Jz(F(z) AVyGCzyyyz)) 一 了 < 万 (zy 2). 

题 2. 16 和 题 2. 17 为 选择 题 . 题目 要 求 是 从 供 选择 的 答案 中 选 出 应 填 人 叙述 中 的 方 

内 的 正确 答案 . 

2.16 取 个 体 域 为 整数 集 ,给 定 下 列 各 公式 . 

(1) Vz 3y(z。y 王 0). 

(2) Vr dy(x * y=1). 

(3) 3y 3z(Cz。y 一 2). 

(4) Vr Vy jz(z 一 y 一 z). 

(5) z 一 y 一 一 y 十 z。 

(6) VzVy(Cz。y 一 y). 

(7) Vr(z。y 一 并 ). 

(8) 3zVy(Cz 十 y 一 2y). 

在 上 面 公式 中 , 真 命题 的 为 |Aj , 假 命 题 的 为 

供 选 择 的 答案 

A: © (1),(3),(4)，(6); ®@ (3 (DY TIA 5)s 
Dy 

B: @ (2),(3),(6); ©@ (2),(6),(8); ©® (1),(2),(6),(7); 
(OEP DE 

2.17 给 定 下 列 各 公式 . 

(1) ("3zF(z)VYyG(y)) A (F(u)— VzH(z)). 

(2) 3zFCvy,zr) 一 VyGCy). 

(3) Vz(CF(Cz,y) 一 VyGCzyy)). 

A 是 (1) 的 前 束 范式 ,[B] 是 (2) 的 前 束 范式 ,[Q 是 (3) 的 前 束 范式 . 

答案 不 止 一 个 的 ,请 全 部 给 出 来 . 

供 选择 的 答案 

A.B.C: 

© JrVy Ve HF VGON AN FO >H())); 

©@ VrVyVz((7F(r)VG(Y)) A (FO)—>H())); 

©®@ rvVy(F(y.r)>G(y)); 

@ VrVz(F(y,r)>G(z)); 

© VrVz(7F(y,r)VG(z)); 

© Vr jz(F(r,y)>G(r,z)); 

© VrVz(F(r,y)>G(r,z)); 

® VzVr(F(r,y)>G(r,z)); 

@ VzVr( -mF(y,r)VG(z)). 


[es) 
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习题 解答 


2.1 本 题 没 有 给 出 个 体 域 , 因 而 使 用 全 总 个 体 域 . 
(1) 令 FCz): 工 是 鸟 . 
G(xz): 工会 飞翔 . 
命题 符号 化 为 
VzCFCz) 一 GCCz)). 
(2) 令 F(z): 工 为 人 . 
G(x): 工 爱 吃 糖 . 
命题 符号 化 为 
TVYr(F(r)>G(7r)) 
或 者 
Izx(F(x) A7G(x)). 
(3) 令 F(z): 工 为 人 . 
GCz): 工 爱 看 小 说 . 
命题 符号 化 为 
3zCFCz)AGCz))， 
(4) 令 F(Cz): 工 为 人 ，. 
G(Cz): 工 爱 看 电影 . 
命题 符号 化 为 
”3zCFCz)A-GCz)) 
或 者 
VzCFCzr) 一 GCC) ). 
分 析 1” 如 果 没 有 指定 个 体 域 ,就 使 用 全 总 个 体 域 . 使 用 全 总 个 体 域 时 ,往往 要 使 用 
特性 谓词 . (1) 一 (4) 中 的 F(z) 都 是 特性 谓词 . 
2” 初学 者 经 常 犯 的 错误 是 ,将 类 似 于 (1) 中 的 命题 符号 化 为 
VzCFCrz)AGCz))， 
即 用 合 取 联 结 词 取代 蕴涵 联结 词 , 这 是 万 万 不 可 的 . 将 (1) 中 命题 叙述 得 更 透彻 些 :“ 对 于 
宇宙 间 的 一 切 事物 而 言 ,如 果 它 是 鸟 , 则 它 会 飞翔 . ”因而 符号 化 应 该 使 用 联结 词 一 ,而 不 能 
使 用 和. 若 使 用 人 , 则 变 成 了 “宇宙 间 的 一 切 事物 都 是 鸟 并 且 都 会 飞翔 .” 这 显然 不 是 原 命 
题 的 意思 . 
3” 根据 量词 否定 等 值 式 ,(2) 与 (4) 中 两 个 符号 化 公式 是 等 值 的 . 
2.2 (1) 在 (a)、(b)、(c) 中 均 符号 化 为 
VzFCz)， 
其 中 F(z): (zx 十 1)? 二 x? 十 2x 十 1 此 命题 在 (a)、(b)、(c) 中 均 为 真 命题 . 
(2) 在 (a)、(b)、(c) 中 均 符号 化 为 
3rG(z)s 
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其 中 G(x): z 十 2 一 0. 此 命题 在 (a) 中 为 假 命 题 ,在 (b)、(c) 中 均 为 真 命题 . 
(3) 在 (a)、(b)、(c) 中 均 符号 化 为 
3zH(z), 
其 中 昌 (x); 5z 一 1. 此 命题 在 (a) (b) 中 均 为 假 命题 ,在 (c) 中 为 真 命题 . 
分 析 1 命题 的 真 值 与 个 体 域 有 关 . 
2” 有 的 命题 在 不 同 个 体 域 中 ,符号 化 的 形式 不 同 . 
考虑 命题 “人 都 呼吸 . ” 当 个 体 域 为 人 类 集合 时 ,应 符号 化 为 
VrF(z). 
这 里 ,F(zx): x 呼吸 ,不 需 引 入 特性 谓词 . 
当 个 体 域 为 全 总 个 体 域 时 ,应 符号 化 为 
Vi(F(x)>G(x)), 
这 里 ,F(zx): 为 人 ,G(z): 工 呼吸 ,其 中 下 (zx) 为 特性 谓词 . 
2.3 因 题 目 中 未 给 出 个 体 域 ,因而 应 采用 全 总 个 体 域 . 
(1) 令 F(x): x 是 大 学 生 . G(Cz): 工 是 文科 生 . H(zx): x 是 理科 生 . 命题 符号 化 为 
VzCFCz) 一 (GCz) VCz))). 
(2) 令 F(z): 工 是 人 . G(y): y 是 花 . 互 (z,y): 工 喜欢 y。 命题 符号 化 为 
3zx (F(x) MVy(G(y)>H(zx,y))). 
(3) 令 F(z): 工 是 人 . GCz):x 犯 错误 . 命题 符号 化 为 
二 3 了 GPRGCzJNAGCzy)5 


或 
VzCFCz) 一 GOz)). 
(4) 令 F(z): x 在 北京 工作 . G(x): xz 是 北京 人 . 命题 符号 化 为 
mVzCFCz) 一 GOCz))， 
或 


3zCFCz) AnGCz))， 
(5) 令 F(x): x 是 金属 . G(y): y 是 液体 . H(z,y): x 溶解 在 y 中 . 命题 符号 化 为 
VzrCFCz) 一 3y(GCy)A 人 万 (zy))). 
(6) 令 FGCz,y):z 与 y 是 对 顶 角 . HGCz,y): 工 与 y 相等 .命题 符号 化 为 
VrVy(F(r,y)>H(zr,y)). 

分 析 (2)、(5)、(6) 中 要 使 用 2 元 谓词 ,用 它们 来 描述 事物 之 间 的 关系 . 

2.4 (1) 对 所 有 的 zx, 存在 y, 使 得 .y==0. 在 (a)、(b) 中 为 真 命题 ,在 (c)、(d) 中 为 假 
命题 . 

(2) 存在 xz, 使 得 对 所 有 的 y, 都 有 x，y==0. 在 (a)、(b) 中 为 真 命题 ,在 (c)、(d) 中 为 假 
命题 . 

(3) 对 所 有 zx, 存在 y, 使 得 +， y= 二 1. 在 (a)、(b)、(c) 中 均 为 假 命题 ,而 在 (d) 中 为 真 
命题 . 

(4) 存在 zz, 使 得 对 所 有 的 y, 都 有 x，y 二 1. 在 (a)、(b)、(c)、(d) 中 都 是 假 命 题 . 

(5) 对 所 有 的 ,存在 y, 使 得 +*， y= 二 x. 在 (a)、(b)、(c)、(d) 中 都 是 真 命题 . 
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(6) 存在 zx, 使 得 对 所 有 的 y, 都 有 zx，y 二 zx. 在 (a)、(b) 中 为 真 命题 ,在 (c)、(d) 中 为 假 
命题 . 
(7) 对 于 所 有 的 zx 和 y, 存 在 ,使 得 x 一 y= 二 x. 在 (a)、(b) 中 为 真 命题 ,在 (c)、(d) 中 为 
假 命 题 . 
2.5 (1) 取 解 释 工 为 : 个 体 域 D=R( 实 数 集合 ) ,F(x): x 为 有 理 数 ,G(x): 工 能 表示 
成 分 数 . 
在 厂 下 ,VzrCFCz) 一 GCz)) 的 含义 为 
“对 于 任何 实数 zx, 车 x 为 有 理 数 , 则 x 能 表示 成 分 数 .” 
简 言 之 ,“ 有理数 都 能 表示 成 分 数 . ”在 此 蕴涵 式 中 ,当前 件 F(zx) 为 真 时 ,后 件 G(zx) 也 为 真 ， 
不 会 出 现 前 件 为 真 ,后 件 为 假 的 情况 ,所 以 在 五 下, Vz(F(z) 一 G(x)) 为 真 命题 . 
在 荆 下 , Yx(F(x) 人 G(x)) 的 含义 为 
“对 于 任何 实数 zx,z 都 是 有 理 数 且 能 表示 成 分 数 .” 
这 显然 是 假 命题 . 
(2) 取 解 释 I 为 : 个 体 域 D==N( 自 然 数 集合 ) ,F(z): z 为 奇数 ,G(z): zz 为 偶数 . 
在 I 下 ,3x(F(x) 人 G(x)) 的 售 义 为 
“存在 自然 数 rz,z 既 为 奇数 ,又 为 偶数 .” 
显然 它 为 假 命题 . 
在 I 下, 3x(F(x) 一 G(x)) 的 含义 为 
“存在 自然 数 二 ,如 果 > 为 奇数 , 则 z 必 为 偶数 .” 
取 z=2, 则 FF(2) 为 假 ,于 是 下 (2) 习 G(2) 为 真 ,这 表明 3z(CF(z) 一 GCz)) 为 真 命题 . 
分 析 ”本题 说 明 
VzCFCz) 一 GOz)) VzCFCz)AGCzr))， 
3z(CFCz)AGCz)) 3zCFCz) 一 GCz)). 
其 中 ,A B 表示 A 与 B 不 等 值 . 
2.6 在 解释 R 和 赋值 s 下 各 式 分 别 化 为 
(1) Yz(=z<0);, 
(2) Vzlzr—1<z)—> dy(0>y— 2); 
(3) Vr((z<D> Vy((y<2) > Vz(r<2))); 
(A) Ve ays 2 
易 知 ,在 解释 R 和 赋值 s 下 ,(1)、(3) 为 假 ;(2) (4) 为 真 . 
2.7 给 定 解释 1 为 : 个 体 域 D=N( 自 然 数 集合 ) ,F(z): >z 为 奇数 ,G(z): x 为 偶数 . 
(1) 在 解释 I 下 ,公式 被 解释 为 
“如 果 所 有 的 自然 数 不 是 奇数 就 是 偶数 , 则 所 有 自然 数 全 为 奇数 ,或 所 有 自然 数 全 为 
因为 草 涵 式 的 前 件 为 真 ,后 件 为 假 , 所 以 真 值 为 假 . 
(2) 在 I 下 ,公式 被 解释 为 
“如 果 存 在 自然 数 为 奇数 ,并 且 存 在 自然 数 为 偶数 , 则 存在 自然 数 既是 奇数 、 又 是 偶数 .” 
由 于 蕴涵 式 的 前 件 为 真 ,后 件 为 假 ,所 以 真 值 为 假 . 
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分 析 ”本题 说 明 全 称 量词 对 析 取 不 满足 分 配 律 ,存在 量词 对 合 取 不 满足 分 配 律 . 即 
VzCFCz)VGCz)) VrFGz)VVYVrzGCz) 
3JzCFGz)AGCz)) 3JzFGz)A3JzGCz) 
2.8 今 A= VrVy(F(r)A 人 Gly) 一 L(xz,y)). 给 定 解释 工 : 个 体 域 D==Z( 整 数 集合 )， 
F(x):; 工 为 正 数 ,G(x): 工 为 负数 ,L(x,y): xz>y 在 五 下 ,A 的 含义 为 
“对 于 任意 的 整数 xz 和 y ,如 果 工 为 正 整 数 ,y 为 负 整 数 , 则 xz 二 y.” 
这 是 真 命题 . 
设 解 释 I 为 : 个 体 域 D=RCR 为 实数 集合 ) ,F(z): Z 为 有 理 数 ,G(Cy): y 为 无 理 数 ， 
EL(zyy):x 委 y 在 I, 下 ,A 的 含义 为 
“对 于 任意 的 实数 zx 和 y ,如 果 工 为 有 理 数 ,y 为 无 理 数 , 则 x 三 y.” 
这 是 假 命题 . 
2.9 取 Ai==L(f(xyy),g(zyy)) 和 As 二 VrL(f(x,y),z). 取 解 释 了 为 ,个 体 域 D= 
N(N 为 自然 数 集合 ) , F(z,y) 一 z 十 y,g(Czyy) 一 z。y,LCzyy) 为 工 一 多 
在 TI 下 ,A, 为 x 十 y 二 x，y. 由 于 x,y 是 任意 的 自然 数 , 它 可 能 为 真 , 也 可 能 为 假 , 真 值 
不 确定 . 在 IT 下 ,A 不 是 命题 . 
在 I 下 ,A;s 为 Vx(x 十 y 二 Xx). 当 y 二 0 时 , 它 为 真 ; 当 y 隆 0 时 , 它 为 假 . 真 值 也 不 确定 . 
分 析 非 闭 式 与 闭 式 的 显著 区 别 是 ,前 者 可 能 在 某 些 解 释 下 , 真 值 不 确定 ,而 后 者 对 于 
任何 解释 真 值 都 确定 , 即 不 是 真 就 是 假 . 要 使 非 闭 式 成 为 命题 ,需要 进一步 给 出 赋值 ， 而 对 
于 闭 式 , 则 不 需要 给 出 赋值 . 
当然 非 闭 式 也 可 能 在 某 些 解释 下 成 为 命题 ,甚至 在 任何 解释 下 都 是 命题 . 例如 , F(z) 一 
F(x) 在 任何 解释 下 都 是 真 命题 ,F(x) 人 -F(z) 在 任何 解释 下 都 是 假 命题 . 
2.10 (1) -VxA(z) 可 写成 -了 (A(a)AA(b)AAC))， 
3x-A(z) 可 写成 -A(a)V-A(b)V-A(e)， 
由 德 。 摩根 律 ,这 两 个 展开 式 等 值 . 
(2) -3xA(zxz) 可 写成 了 (A(a)VA(b)V A(c)) 
VzrnA(z) 可 写成 "A(a) AnA(p) AnA(Cc) 
由 德 。 摩 根 律 , 这 两 个 展开 式 等 值 . 
2.11 (1) 令 F(zx): zz 为 人 . 
G(x): 工 长 着 绿色 头发 . 


本 命题 直接 符号 化 为 
RC AG(z)). 
而 
7 Ar(F(r) AG(z)) 
SOVYri(F(r) MAG()) (量词 否定 等 值 式 ) 
SVYr(TF(r) VIG(7)) ( 德 。 摩根 律 ) 
SOVr(F(r)> -7G(7)). (蕴涵 等 值 式 ) 


最 后 一 步 得 到 的 公式 满足 要 求 ( 使 用 全 称 量词 ) ,将 它 翻 译 成 自然 语言 , 即 为 
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“所 有 的 人 都 不 长 绿色 头发 . ” 
这 与 原来 的 说 法 意思 相同 . 事实 上 ,也 可 以 先 把 原来 的 说 法 换 成 这 个 说 法 ,从 而 可 以 直接 写 
出 这 个 符号 化 形式 . 
(2) 令 FCz): 工 是 北京 人 . 
G(xz): zx 去 过 香山 . 
换 一 个 说 法 :“ 不 是 所 有 的 北京 人 都 去 过 香山 . "命题 可 符号 化 为 
一 VzCECz) 一 CCz)D)。 


如 果 按 原来 的 说 法 , 则 应 符号 化 为 
3zCFCz)A 人 AnGCz)). 
事实 上 ,两 者 是 等 值 的 : 
I3z(F(x) AnGCz)) 
O77Ir(F(r) AnGGCz)) (双重 否定 律 ) 
OT Vr (F(z) AnGCz)) (量词 否定 等 值 式 ) 
人 对”VrCnFCz)VGCz)) ( 德 。 摩根 律 ) 
全 TVYr(F(r)>G(7)). (蕴涵 等 值 式 ) 


2.12 (1) YVzF(z) 一 3yGCy) 可 写成 
(Fla) AF(O) AFCco)) 一 (Ga) V GO) VG()). 
(2)  VzCFCz)A 3yGCy)) 
OVrF(r) NM 3yGCy) (量词 辖 域 收缩 扩张 等 值 式 ) 
可 写成 (F(a) 人 AF(O) AFCO)) A (Ga) VGCD)VGCc)). 
(3) 3zVyyHCz,y) 可 写成 
(H(zya) A H(zyb) NH(rse)) 
又 可 进一步 写成 (H(a,a)AH(a,b) A H(a,c)) 
V(H(C,a)A 五 (6.0)A 人 五 (,c)) 
V(H(c,a) AH(e.b) A He,c)). 
分 析 在 有 穷 个 体 域内 消去 量词 时 ,应 将 量词 的 辖 域 尽 量 缩 小 . 例如 ,在 (2) 中 ,首先 将 
量词 辖 域 缩小 了 (因为 3yG(y) 中 不 含 x, 所 以 可 以 缩小 ) ;否则 演算 要 麻烦 得 多 : 
Vz(F(zx) 人 3yG(y)) 可 写成 
(F(a) M3yG(y)) A (FD) AIyGCYy)) A (FC) A 3yGCy)) 
再 写成 (F(a) A (G(a) VG(CO) VGCc))) 
A CF(D) A (Ga VG) VG(O))) 
A FCO) NG VG VG())) 
SOF(a) 人 AF(O) AF(O)) A (Ga) VG V GO)). 
2.13 在 工 下 
(1) Vz(F(z)AG(z)) 
SO(F(—2)AG(—2)) A(F(3)AG(3)) A (FC6) AG(6)) 
SIAOAAIAODA ONDSOO, 
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Vz(F(z)AG(z)) 在 I 下 为 假 . 
(2) VECR(UZ)>F(z)) VG(a) 
兮 ((R( 一 2) 一 下 (一 2)) 人 (CRC3) 一 F(3))A 人 (CRCG6) 一 F(6)))VG(C3) 
人 号 ((1 一 1) 人 (1 一 1) 人 A(1 一 0) V 0 全 0， 
此 公式 在 I 下 也 是 假 命题 . 
(By eBlry VGC) 
SIrF(r)V ArG(z) (量词 分 配 等 值 式 ) 
SO(F(—2)VF(3)VF(6))V (G(—2)VG(3)VG(6)) 
SS(IVIVO)V (OVOV DSL1, 
此 公式 在 工 下 为 真 . 
2.14 (1) ”3zFGCz) 一 VyGCzyy) 
SVYriF(r)> VyG(r,y) (量词 否定 等 值 式 ) 
OVzTF(z)—> VYyG(r,y) ( 换 名 规则 ) 
SIzVYy(TF(z)>G(r,y)) (量词 辖 域 收缩 扩张 等 值 式 ) 
SO IzVy(F(z)V G(r,y)). 
(2) COVrzFGz,y)V3yGGCzyy)) 


S37F(r,y) AVy GCCzyy) ( 德 。 摩 根 律 . 量 词 否定 等 值 式 ) 
© jz F(z yy)AVzs mnGCrzyzz) ( 换 名 规则 ) 


© jz Vz (TF(z1,y) MTG(z,z2)). (量词 辖 域 收缩 扩张 等 值 式 ) 
分 析 公式 的 前 束 范 式 是 不 唯一 的 . (1) 中 最 后 两 步 都 是 前 束 范式 ,另外 Vy 3z(F(z) 
VG(zx,y)) 也 是 (1) 中 公式 的 前 束 范式 . 
2.15 (1) VzF(z)VAdyG(z,y) 
SVzF(z)V jyG(z,y) 
SVzIy (F(z)VG(zr,y)). 
(2) jz(F(z)AVyG(z,y,z))™> JzH(z,y,z) 
SO uF(u) AVvG(usv ,2)) > wwH(r, yw) 
Ou VF(u) MGlu,v,z)) > JwH(r,y,w) 
OVudv dw (Flu) MGlu,v,z)) >H(r,y,w)). 
在 以 上 演算 中 分 别 使 用 了 换 名 规则 和 量词 辖 域 收缩 扩张 等 值 式 . 在 使 用 换 名 规则 时 ,要 特 
别 注意 区 分 个 体 变 项 的 约束 出 现 和 自由 出 现 . 自由 出 现 的 个 体 变 项 始终 保持 不 变 . 
2.16 答案 A: @; B: @. 
分 析 7) 式 为 非 闭 式 , 在 个 体 域 为 整数 集 Z 时 , Yr(x， y= 二 x) 的 真 值 不 确定 . 当 y==1 
时 为 真 , 当 y 关 1 时 为 假 , 所 以 它 不 是 命题 . 其 余 各 式 都 是 命题 . (5) 虽 然 不 是 闭 式 ,但 它 
为 真 . 
2.17 答案 A: @; B: @,©.,Q; C:O,@. 
分 析 ”注意 换 名 规则 的 使 用 . 在 供 选 答案 中 ,(1) 的 前 东 范 式 只 有 一 个 ,就 是 @. 而 (2) 
的 前 束 范式 有 3 个 ,当然 它们 都 是 等 值 的 . (3) 的 前 束 范式 有 2 个 . 注意 ,在 (3) 式 中 , Vz 的 
辖 域 为 (F(x,y) 习 VYyG(z.y)), 将 YyG(z,y) 中 的 y 改名 为 ,得 到 它 的 前 束 范式 
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VrVz(F(zr,y)>G(r,z)). 


VrVz(F(zr,y)>G(zr,z)) 
OVzYr(F(r,y)>G(z,z)) 
所 以 ,@ 也 是 (3) 的 前 束 范式 . 


sa 
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第 3 童 ”党 合 的 基本 沿 念 潭 运 宴 
内 容 提要 
1， 集 合 与 元 素 


集合 与 元 素 是 集合 论 的 基本 概念 ,联系 元 素 和 集合 的 是 隶属 关系 . 如 果 元 素 x 属于 集 
合 A, 则 记 作 xEA, 否 则 记 作 x&A. 


2. 集合 与 集合 


集合 与 集合 之 间 的 关系 有 包含 己 、 相 等 = 、 不 包含 生 、 不 相等 去 、 真 包含 性、 不 真 包含 入 

等 ,具体 定义 如 下 : 
BEAOVYr(rE BrEA). (也 称 B 是 A 的 子 集 ) 
B=ASBECAAAEB. 
BEASO r(xrEBArEA). 
BASBSFAV ASB. 
BCA 今 BSAAB 尖 4A. (也 称 B 是 A 的 真子 集 ) 
BYEASGBSEAVB=A. 


3. 空 集 包 \ 全 集 上 与 曙 集 


不 含 任何 元 素 的 集合 叫做 空 集 , 记 作 名 . 空 集 是 唯一 存在 的 , 且 是 任何 集合 的 子 集 . 
在 一 个 具体 问题 中 ,如 果 所 涉及 的 集合 都 是 某 个 集合 的 子 集 , 则 称 这 个 集合 为 全 集 , 记 
作 巨 . 
设 A 为 集合 ,A 的 所 有 子 集 构成 的 集合 称 为 A 的 寡 集 , 记 作 P(A), 即 
P(A)={zxlzSA}. 
令 |S| 表 示 和 集合 S 中 的 元 素 个 数 ,那么 若 |A|=n, 则 | P(A)|=2". 


4. 集合 的 基本 运算 和 算 律 


集合 的 基本 运算 是 并 U 、 交 门 .相对 补 一 、 绝 对 补 一 和 对 称 差 甸 ,分 别 定义 如 下 : 
AUB={x|x€EAVzrEB}). 
AnmB={(zlzEAAzEEB)}. 
A—B={x|x€EAAMzrEB}. 
~A=E—A={x|x€EEMxz¢A}={xr|r¢A). 
A®B= (A—B)U(B—A)=(AUB)—(ANB). 

集合 的 基本 运算 遵从 下 述 算 律 : 


。4] 。 


(1) 窒 等 律 AUA=A,ANA=A. 

(2) 结合 律 (AUB)UC=AU (BUC). 
(ANBNC=AN BNOC). 

(3) 交换 律 AUB=BUA,ANB=BNA. 

(4) 分 配 律 AUCnc)=(AUB)mCAUC). 
ANMN(BUC)=CANB)UCANC). 

(5) 同一 律 AU=A,ANE=A. 

(6) 零 律 AUE=E,ANMNYG=8. 

(7) 排 中 律 AU~A=E. 

(8) 矛盾 律 AN~A=8. 

(9) 吸收 律 AU(ANMNB)=A,AN(AUB)=A. 


(10) 德 。 摩 根 律 ”A 一 (BUC)=(A 一 B)N(A 一 C0). 
A—(BNMNC)=(A—B)U(A—O). 
~(BUC)=~BN~C. 
~(BNO=~BU~C. 

(11) 双重 否定 律 ”~(~A)=A. 


5. 有 穷 集合 的 计数 


解决 有 穷 集合 的 计数 问题 有 两 种 方法 : 文 氏 图 和 包含 排斥 原理 . 
设 S 为 有 穷 集 ,p1,ps，… ,pm 是 m 条 性 质 . S 中 的 任何 元 素 x 对 于 性 质 p;(i 二 1,2,…， 
m) 具 有 或 者 不 具有 ,两 种 情况 必 居 其 一 . 令 A; 表 示 S 中 不 具有 性 质 p; 的 元 素 构 成 的 集合 ， 
那么 包含 排斥 原理 可 表述 为 下 面 两 个 公式 : 
| 


-IsSI-DIAIt DD IANGI- DB IANANAI 


lSi<j<m lSi<j<k<m 
Cm | A TA NT A 
|AUA:U-.…UA,| 
=214I- > 14n4+ 2 IANANA] 
i=1 


1<i<j<m 1<i<j<kSm 


一 一 十 (一 D™|ANA:N-…N A,|. 
6. 小 结 


通过 本 章 的 学 习 应 该 达到 下 面 的 基本 要 求 . 
能 够 正确 地 表示 一 个 集合 ,会 画 文 氏 图 . 
能 判定 元 素 是 否 属于 给 定 的 集合 . 
能 判定 两 个 集合 之 间 是 否 存 在 包含 、 相 等 或 真 包含 的 关系 . 
能 熟练 进行 集合 的 并 U 、 交 门 、 相 对 补 一 、 绝 对 补 一、 对 称 差 四 运算 ;会 计算 寡 集 P(A). 
求解 与 有 穷 集 合计 数 相关 的 实际 问题 . 
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习 题 


题 3.1~ 题 3. 7 是 选择 题 , 题 目 要 求 均 为 从 供 选择 的 答案 中 选 出 应 填 人 叙述 中 的 口内 
的 正确 答案 . 

3.1 设 下 表示 一 年 级 大 学 生 的 集合 ,S 表示 二 年 级 大 学 生 的 集合 ,M 表示 数学 专业 学 
生 的 集合 ,R 表示 计算 机 专业 学 生 的 集合 ,T 表示 听 离 散 数学 课 学 生 的 集合 ,G 表示 星期 一 
晚上 参加 音乐 会 的 学 生 的 集合 ,表示 星期 一 晚上 很 迟 才 睡 觉 的 学 生 的 集合 , 则 下 列 各 句 
子 所 对 应 的 集合 表达 式 分 别 是 什么 ? 

(1) 所 有 计算 机 专业 二 年 级 的 学 生 在 学 离散 数学 课 . [人 

(2) 这 些 且 只 有 这 些 学 离散 数学 课 的 学 生 或 者 星期 一 晚上 去 听 音 乐 会 的 学 生 在 星期 一 
晚上 很 迟 才 睡觉 . 四 

(3) 听 离 散 数学 课 的 学 生 都 没 参加 星期 一 晚上 的 音乐 会 . 区 

(4) 这 个 音乐 会 只 是 大 学 一 、 二 年 级 的 学 生 参 加 . 回 


(5) 除去 数学 专业 和 计算 机 专业 以 外 的 二 年 级 学 生 都 去 参加 音乐 会 . 区 
供 选择 的 答案 

A.B.C.D.E: 

© TEGUH.; ©@ GUHET.; ©®@ SNRET.; 

Q@ H=GUT:; © TNG=8; © FUSEG:; 

© GEFUS; ® 5—(RUM)EG:; ©@ GES— RNM). 


3.2 设 S 表 示 某 人 拥有 的 所 有 的 树 的 集合 ,M,N,T,PSS, 且 M 是 珍贵 的 树 的 集合 ， 
NN 是 果树 的 集合 ,T 是 去 年 刚 栽 的 树 的 集合 ,P 是 在 果园 中 的 树 的 集合 . 下 面 是 3 个 前 提 条 
件 和 2 条 结论 . 
前 提 (1) 所 有 的 珍贵 的 树 都 是 去 年 栽 的 . 
(2) 所 有 的 果树 都 在 果园 里 . 
(3) 果园 里 没有 去 年 栽 的 树 . 
结论 (1) 所 有 的 果树 都 是 去 年 栽 的 . 
(2) 没有 一 棵 珍贵 的 树 是 果树 . 


则 前 提 (1)、(2)、(3) 和 结论 (1) 的 集合 表达 式 分 别 为 |Al .B IC| ID| ,根据 前 提 条 件 ,两 个 结 
论 中 正确 的 是 [S|. 
供 选 择 的 答案 
A.B.C.D.E.: 
OO NEP; ©® TEN; ©®@ MET:; @ MNP=8; 
©@PNT=2; ©@NET; © NNM= 8%. 


3.3 设 S5={ 名 ,{1),{1,2)), 则 有 
(1) [Ale S. 


二 这 和 - 沁 


(3) P(S) 有 [QI 个 元 素 . 


(4) 1S|= 回 . 

(5) [Ej] 既是 S 的 元 素 ,又 是 S 的 子 集 . 

供 选 择 的 答案 

A -DADs © 1; 

B: @ {{1,2)}; @ {1}; 

CHD: 3 © 6; @ 〇 7; ©® 8; 
E: ©@ {1}; @yg. 


3.4 设 S.T,M 为 任意 的 集合 , 且 SIM= 包 . 下 面 是 一 些 集合 表达 式 , 每 一 个 表达 式 


与 图 3-1 的 某 一 个 文 氏 图 的 阴影 区 域 相 对 应 . 请 指明 这 种 对 应 关系 . 


> 


号 


Ss TM S TM 5, M SLIM Ss 7 M 
QD CD 寺 QLD 
(a) (b) (©) (d) (e) 
S 7 M S THM S TM 5 M 
CBD | GD GD BH, 
(f) (g) (h) (iD 
图 3-1 
(1) SNTNM 对 应 于 [A 
(2) ~SUTUM 对 应 于 [B 
(3) SU(TNM) 对 应 于 [Cl. 
(4) (~SNTDD—M 对 应 于 ID 
(Sy S 人 TOM 对 应 于 [E 
供 选 择 的 答案 
A BC DE: 


© (a); © (b); © (0); @ (d); © (e); © (1; 
© (g); ©® (h); ©@ 0). 
3.5 对 60 个 人 的 调查 表明 有 25 人 阅读 (每 周 新 闻 ) 杂 志 ,26 人 阅读 4 时代》 杂志 ,26 人 


阅读 幸运》 杂志 ,9 人 阅读 (每 周 新 闻 》 和 《幸运 ) 杂 志 ,11 人 阅读 (每 周 新 闻 》 和 《时 代 》 杂 志 
8 人 阅读 (6 时代》 和 《幸运 )》 杂 志 , 还 有 8 人 什么 杂志 也 不 阅读 . 那么 阅读 全 部 3 种 杂志 的 有 


人 ,只 阅读 (每 周 新 闻 》 的 有 [ 目 人 ,只 阅读 64 时代》 杂志 的 有 [CI 人 ,只 阅读 4 幸运 》 杂 志 的 有 
人 ,只 阅读 一 种 杂志 的 有 [IE 人 . 
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供 选择 的 答案 

A.B.C.D.E: 

© 2; © 3; ©@ 6; @ 8; ©® 10; 

© 12; ©@ 15; ® 28; @ 30; 四 31. 

3.6 从 1 到 300 的 整数 中 

(1) 同时 能 被 3.5 和 7 这 3 个 数 整除 的 数 有 [AI 个. 

(2) 不 能 被 3.5 ,也 不 能 被 7 整除 的 数 有 [HB 个. 

(3) 可 以 被 3 整除 ,但 不 能 被 5 和 7 整除 的 数 有 [C] 个 . 

(4) 可 被 3 或 5 整除 ,但 不 能 被 7 整除 的 数 有 [D| 个 . 

(5) 只 能 被 3.5 和 7 之 中 的 一 个 数 整除 的 数 有 [天 个 . 

供 选择 的 答案 

A BIC DE: 

@ 2; @ 6; @ 56; @ 68; © 80; 

© 102; ©® 120; ©® 124; ©@ 138; 四 162. 

3.7 75 个 学 生 去 书店 买 语文 .数学 .英语 课外 书 , 每 种 书 每 个 学 生 至 多 买 1 本 . 已 知 有 
20 个 学 生 每 人 买 3 本 书 ,55 个 学 生 每 人 至 少 买 2 本 书 . 设 每 本 书 的 价格 都 是 1 元 ,所 有 的 
学 生 总 共 花 费 140 元 . 那么 恰好 买 2 本 书 的 有 [Aj 个 学 生 . 至 少 买 2 本 书 的 学 生花 费 | 如 元 . 
买 1 本 书 的 有 [CI 个 学 生 ,至 少 买 1 本 书 的 有 |D| 个 学 生 , 没 买书 的 有 蔬 | 个 学 生 . 

供 选 择 的 答案 

A.B.C.D.E， 

@ 10; @) 15; @ 30; @ 35; © 40; 

© 55; ® 60; @® 65; @ 130; @ 140. 

3.8 设 S.T、M 为 任意 集合 ,判断 下 列 命 题 的 真 假 . 

(1) 名 是 多 的 子 集 . 

(2) 如 果 SUT=SUM, 则 T=M. 

(3) 如 果 S 一 T= 名 , 则 S=T. 

(4) 如 果 一 SUT=E, 则 SET. 

(5) SOS=S. 

3.9 Si=G,S, 二 {名 ),S; 二 P({G)),S4 二 P(@B), 判 断 以 下 命题 的 真 假 . 

(1) S.€S,. 

C2 SE Ss 

(3) S,SES;. 

(4) SeE S:. 

(5) Si= 51. 

3.10 用 列 元 素 法 表示 以 下 集合 . 

(1) A={ zlzENAz 委 7). 

(2) A={ zlzENA13 一 z| 一 3)}. 
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(3) A={ zlzERA(Cz 十 1)2 委 0). 
(4) A 王 {<z,y>|zyyENAz 十 y 委 4)}. 
3.11 求 使 得 以 下 集合 等 式 成 立时 a.b.c.d 应 该 满足 的 条 件 . 
(1) {a,b}={a,b,c}. 
(2) {a,b,a} = {a,b}. 
(3) toe a i 
(4) {{(a 0 fc 一 人 人 (人 0) 
(5) {{a,@},6,{c)}={{2)}. 
3.12 设 a.b、c.d 代表 不 同 的 元 素 . 说 明 以 下 集合 A 和 B 之 间 成 立 哪 一 种 关系 ( 指 
ACB,BCA,A=B,AFB BH BEA). 
(1) A={{a,b},{c},{(d}},B={(a,b},{c})}. 
(2) A={{a,6},{6} ,OG},B={{6})}. 
(3) A= OE NA | EA 交 。 
(4) A={artb|lrERANa,bEZ},B={zx+y|rz,yER). 
(5) A={x|xERAzx’+zx—2=0},B={y|y€E QANy:+y—2=0}. 
(6) A={z|xrERAzx’<2} ,B= ER 一 5z2 十 4z 一 1 ). 
3.13 计算 AUB.ANB、A 一 B.A@®B. 
(1) A={(lab}se}, B= {esd), 
(2) A={{a,{(b}},c,{c},{a,b6}},B={{a,b},c, {60}}. 
(3) A={x|xENAzx<3},B={x|rENAz>2)}. 
(4) A={x|xERAz<1},B={x|r€EZAzx<1)}. 
(5) A={x|x€EZAzxz<0),B={r|r€EZAz2). 
3.14 计算 寡 集 P(A). 
CD A={ 马 ). 
(2) A={{1},1}. 
(3) A=P({1,2}). 
(4) A={{1,1},{2,1},{1,2,1}}. 
(5) A={ xz|xERAzx’—2zx’—zx++2=0}. 
3.15 请 用 文 氏 图 表示 以 下 集合 . 
站 7 
(2) (4 四 B) 一 C. 
(3) (AN~B)U(C—B). 
(4) AU CN~B). 
3.16 设 A.B.C 代表 任意 集合 ,判断 以 下 等 式 是 否 恒 真 ,如 果 不 是 ,请 举 一 反 例 . 
(1) (AUB)—C=(A—OU(B—O). 
(2) A—(B—C)=(A—B)U(ANMO). 
(3) A—(BUC)=(A—B)—C. 
(4) (AUBUO’—(AUB)=C. 
古国 志 


(5) (AUB)—(BUC)=A—C. 

(6) AN (BBOC)= (ANB)DANO). 

3.17 设 AB.C.D 代 表 任意 集合 ,判断 以 下 命题 是 否 恒 真 , 如 果 不 是 ,请 举 一 反 例 . 

(1) ACBACCD=>ANCCBND. 

(2) ACEBACSED=>A4A 一 DSEB 一 C. 

(3) AEBSOB=AU(B—A). 

(4) A—B=B-—ASGA=B. 

3.18 设 |A|=3,|P(B)|=64,|P(AUB)|=256. 求 |B| .1ANBI|、|A 一 B|、|1A®B|. 

3.19 求 在 1 到 1000000 之 间 ( 包 括 1 和 1000000 在 内 ) 有 多 少 个 整数 既 不 是 完全 平 
方 数 , 也 不 是 完全 立方 数 ? 

3.20 错位 排列 的 计数 问题 . 设 记 i2…is 是 1,2,…,n 这 个 数 的 排列 ,如果 排 在 第 i 
位 的 数 都 不 等 于 i, 其 中 i 二 1,2,…,n, 则 称 这 个 排列 为 错位 排列 .比如 1,2,3,4 的 错位 排列 
有 2143，2341,2413,3142,3412,3421,4123,4312,4321, 一 共 9 个 错位 排列 , 记 作 D, =9. 


将 个 数 的 错位 排列 个 数 记 作 D， 证 明 D,==n! [1 一 十 十 下 
3.21 求 不 超过 120 的 素数 个 数 . 


十 (一 1)* | 


3.3 A: OO; B: @; C: ®; D: @; E: ©@. 

分 析 ”对 于 给 定 的 集合 或 集合 公式 ,比如 说 是 A 和 B ,判别 B 是 否 被 A 包含 ,可 以 有 下 
述 方法 . 

1” 若 A 和 B 是 通过 列 元 素 的 方式 给 出 的 ,那么 依次 检查 B 中 的 每 个 元 素 是 否 在 A 中 
出 现 . 如 果 都 在 A 中 出 现 , 则 BSA, 和 否则 不 是 . 例如 ,3. 3 题 给 的 答案 中 有 {{1,2)} 和 {1)， 
谁 是 S={ 名 ,{1),{1,2)} 的 子 集 呢 ? 前 一 个 集合 的 元 素 是 {1,2) ,在 S 中 出 现 ;但 后 一 个 集 
合 的 元 素 是 1, 不 在 S 中 出 现 . 因此 ,{{1,2}} SS. 

2” 若 A 和 B 是 通过 用 谓词 概括 元 素性 质 的 方式 给 出 的 ,B 中 元 素 的 性 质 为 P,A 中 
元 素 的 性 质 为 Q ,那么 ， 

“如 果 P 则 Q” 意 味 着 BSA. 

“只 有 了 才 Q” 意 味 着 ACB. 

“除去 P 都 不 Q”" 意 味 着 ASB. 

“PP 且 仅 P 则 Q” 意 味 着 A=B. 

例如 ,3.1 题 (1) 是 “如 果 PP 则 Q” 的 形式 ,其 中 “计算 机 专业 二 年 级 学 生 ” 是 性 质 已 “学 
离散 数学 课 ” 是 性 质 Q; 题 (2) 是 “P 且 仅 P 则 Q” 的 形式 . 此 外 

“如 果 P 就 非 Q” 则 意味 着 AMB= 2. 
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例如 ,3.1 题 (3) 和 3.2 题 (3) 都 是 这 种 形式 . 

3” 通过 集合 运算 判别 BEA. 如 果 BUA=A4,BnA=B,B 一 4 一 忆 这 3 个 等 式 中 有 
任何 一 个 成 立 , 则 有 BSA. 

4” 通过 文 氏 图 观察 ,如 果 代表 B 的 区 域 落 在 代表 A 的 区 域内 部 , 则 BSA. 

这 后 两 种 方法 将 在 后 面 的 解答 中 给 出 实例 . 


3.4 A: @; B: @; C: ©; D: ©; E: @. 
3.5 A: ©@; B: @; Ci ©; D: ©; E: @. 
3.6 A: O@; B: @; C: @; D: O; E: @. 
3.7 A: @; B: ©@; C: 0; D: ®; E: ©O 


分 析 设 只 买 1 本 、2 本 及 3 本 书 的 学 生 集合 分 别 为 S1、S, 和 Ss. 它们 之 间 两 两 不 交 . 
由 题 意 可 知 
ISs|=20， |S; US:| 王 55. 
又 知 S: 门 S: 王 好, 所 以 


|S;|=|S. US;|—|S;|=55—20=35. 
然后 列 出 下 面 的 方程 
|S, | 十 21S:| 十 31S:| 王 140 
求 得 |S,|=10. 因 此 ,没有 买书 的 人 数 是 
75 一 (10 十 35 十 20) 一 10. 
3.8 (1) 和 (4) 为 真 ,其 余 为 假 . 
分 析 这 里 可 以 应 用 集合 运算 的 方法 来 判别 集合 之 间 的 包含 或 相等 关系 . 题 (3) 中 的 
条 件 S 一 T= 名 意味 着 SST, 这 时 不 一 定 有 S=T 成 立 . 而 对 于 题 (4) ,由 条 件 ~~SUT=E 
可 推出 


Smn(~SUT)=SnE=>(CSn~S)UCGSnT)=S 
>ZU(SNT)=S=>SNT=S. 
这 是 SGT 的 充分 必要 条 件 , 从 而 结论 为 真 . 
对 于 假 命题 都 可 以 找到 反例 ,如 题 (2) 中 令 S={1.2) .T={1),M 二 {2} 即 可 ;而 对 于 题 
(5) ,只 要 S 关 多 即 可 . 
3.9 (2)、(3) 和 (4) 为 真 ,其 余 为 假 . 
5,10 (WA=01. 
人 
(3) A={—1}. 
人 
< 
3.11 (1)&@=c 或 c=b. 
(2) 任何 <、 
(3) b=c=d. 
(4) a=b=e. 
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(5) a 一 < 一 多 且 .0 一 (好 ). 

3.12 (1)、(2) 和 (6) 都 是 BCA, 而 (3)、(4)、(5) 是 A=B. 

分 析 ”对 于 用 谓词 给 定 的 集合 先 尽量 用 列 元 素 的 方法 表示 ,然后 进行 集合 之 间 包 含 关 
系 的 判别 . 如 果 有 的 集合 不 能 列 元 素 , 也 要 先 对 谓词 表示 尽 可 能 化 简 . 如 题 (3) 中 的 A 可 化 
简 为 

{z|lxENAz>2} 
题 (5) 中 的 A 和 B 都 可 以 化 简 为 {1, 一 2); 题 (6) 中 的 
={z|zERA—V2<zr<V2}, B={1,1/2). 
而 对 于 题 (4) ,不 难看 出 A 二 B= 二 R, 是 实数 集合 . 


3.13 (1) AUB={{a,b},c,d}, ANMB={c}, 
A—B={{a,6}}, A@BB= {{a,b},d}. 
(2) AUB={{a,{b}},c, {ec}, {a,b}, (6b}}, 
ANMNB={{a,b},c}, A—B={{a,{6})},{c}}, 


A@BB={{a,{0}},{c} ,{6}}. 
(3) AUB=N, ANMB={2}, A—B={0,1}, 
A@B=N— {2}. 
(4) 观察 到 BCA, 故 
AUB=A, ANMB=B, A@B=A—B={x|r€ER-—ZAzx<1). 
(5) 观察 到 A 门 B== 名 , 故 
AUB=2Z—1{0,1},ANB=%， 
A—B=A,， A@BB=27—1{0,1). 
3.14 (1) P(A)={2,{8)}}. 


(2) P(A)=1{8, cr oot 

Ey Di {BG},{(1}},{{2}},{(1,2})}, {2 , {1}}, ee {2 ,1{ 
{{ we 2 0 Ls 
toyota 

(4) P(A)={@ ,{{1}},{{1,2})},{{1}),{1,2)}}. 


(5) P(A)={@ ,{—1},{1},{2};,{—1,1},{—1,2}),{1,2},{—1,1,2})}. 

分 析 在 做 集合 运算 前 先 要 化 简 集 合 , 然 后 再 根据 题目 要 求 进行 计算 . 这 里 的 化 简 指 
的 是 元 素 .谓词 表示 和 集合 公式 3 种 化 简 . 

元 素 的 化 简 : 相同 的 元 素 只 保留 一 个 ,去 掉 所 有 宛 余 的 元 素 . 

谓词 表示 的 化 简 : 去 掉 宛 余 的 谓词 ,这 在 前 边 的 题解 中 已 经 用 到 . 

集合 公式 的 化 简 : 利用 简单 的 集合 公式 代替 相等 的 复杂 公式 . 这 种 化 简 常 涉及 集合 间 
包含 或 相等 关系 的 判别 . 

例如 , 题 (4) 中 的 A=={{1,1),{2,1),{1,2,1}} 化 简 后 得 A 二 {{1) ,{1,2)} ,而 题 (5) 中 的 
A=={z|xERAz’: 一 2x’ 一 zx 十 2 二 0} 化 简 为 A={ 一 1,1,2}). 

3.15 (1)、(2)、(3)、(4) 各 题 的 文 氏 图 分 别 如 图 3-2(a) 一 图 3-2(d) 所 示 . 
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(D of Bp | B IHF B 


(a) (b) (0) (d) 
图 3-2 


3.16 (1)、(2)、(3) 和 (6) 为 真 . (4) 和 (5) 不 为 真 . 
分 析 ”如 果 给 出 的 是 集合 恒等式 ,可 以 用 两 种 方法 验证 . 一 是 分 别 对 等 式 两 边 的 集合 
画 出 文 氏 图 ,然后 检查 两 个 图 中 的 阴影 区 域 是 否 一 致 . 二 是 利用 集合 恒等式 的 代入 不 断 对 
等 式 两 边 的 集合 公式 进行 化 简 或 者 变形 ,直到 两 边 相等 或 者 一 边 是 另 一 边 的 子 集 为 止 . 例 
如 , 题 (1) 中 的 等 式 左边 经 恒 等 变形 后 可 得 到 等 式 右边 , 即 
(AUB)—C=(AUB)N~C=(AN~OU (BN~OC)=(A—O)U(B—O). 
类 似 地 ,对 题 (2) 和 题 (3) 中 的 等 式 分 别 有 
A—(B—-C)=AN~(BN~OCO=AN(~BUO 
=(ANM~ BU ANC) 
=(A—B)U (ANO, 
A—(BUOCO= (UBN(A-O=(U—BNGAN~O 
((A—B)NA)N~C 
=(A—B)N~C= (A—B)—C. 
但 对 于 等 式 (4). 左边 经 变形 后 得 
(AUBUC) 一 (AUB)=((AUB) 一 (AUB))U(CC 一 (AUB)) 
ZU(C—(AUB))=C—(AUB). 
易 见 ,C 一 (AUB)SC, 但 不 一 定 有 C 一 (AUB)=C. 如 令 A=B==C={1} 时 ,等 式 (4) 不 为 
真 . 类 似 地 ,等 式 (5) 的 左边 经 化 简 后 得 (A 一 C0) 一 B, 而 (A 一 C) 一 B 不 一 定 恒 等 于 A 一 C. 
例如 令 A={1,2} ,B={2},C=={1}. 那么 等 式 (5) 不 为 真 . 
3.17 (1) 不 为 真 . (2)、(3) 和 (4) 都 为 真 . 对 于 题 (1) 举 反例 如 下 : 令 A={1},B=1{1， 
4},C=={2},D=={2,3), 则 ACB 且 CCB, 但 ANC=BND, 与 结论 矛盾 . 
分 析 (2) 由 于 CSED 信 ~DEC~C, 又 由 ASB 可 得 ANn~DEBN~C, 即 A 一 DS 
B 一 C 成 立 . 
(3) 由 于 AU(B 一 A)=AUB, 故 有 
B=AU(B—A)SB=AUBSACEB. 
这 里 用 到 ASB 的 充 要 条 件 为 B= 二 AUB,. 或 A=ANB, 或 A 一 B=. 
(4) 易 见 , 当 A=B 成 立时 , 必 有 A 一 B=B 一 A. 反之 ,由 A 一 B==B 一 A, 得 
(A—B)NB=(B—A)NB, 
化 简 后 得 B 一 A 二 = 名, 即 BSA. 同 理 ,可 证 出 ASB, 从 而 得 到 A=B. 
3.18 由 |P(B)|==64, 可 知 |B|==6. 又 由 |P(AUB)|==256, 知 |AUB|==8. 代入 包含 
排斥 原理 得 


ll 


8 二 3 十 6 一 |ANB|， 
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从 而 有 |ANMBI=1,1A 一 B|=2,|1A@®B|=2 十 5=7. 
3.19 令 S={zr|x€ENA1l<zx<1 000000). 
A={zlzESAz 是 完全 平方 数 } ， 
B={xlxE€ESAz 是 完全 立方 数 }， 
从 而 有 |S|==1000 000,|1A|==1000,1B|==100,|1ANMB|==10. 代入 包含 排斥 原理 得 
IANMB|I=|S|-(dAI+|IBI-IANBI| 
二 1000 000 一 (1000 十 100) 十 10 
一 998 910 
3.20 设 S 是 由 1,2,…,n 构成 的 所 有 排列 的 集合 ,P; 是 其 中 i 处 在 排列 中 的 第 i 位 的 
性 质 ,A,; 是 S 中 具有 性 质 P; 的 排列 的 集合 ,i 二 1,2,…,n. 错位 排列 数 D, 就 是 S 中 不 具有 
以 上 任何 一 条 性 质 的 排列 个 数 . 使 用 包含 排斥 原理 . 显然 ,S 中 的 排列 总 数 是 x1. 如 果 在 排 
列 中 i 处 在 第 i 位 ,那么 其 他 nn 一 1 个 数 还 有 (n 一 1)! 排列 的 方式 . 通过 类 似 的 分 析 可 以 得 
到 下 述 结果 : 


1S|=n! 
IA;:|=(x—D! i=1,2,.…,n 
|AiNAj;|=(n—2)! 1<i<j<n 


IAiNAjNA,|= (nO—3)! 1<i<j<k<n 


IANA:N…NA,|I=0!=1 

代入 包含 排斥 原理 得 
D,=|A.NA,N pe 
nl —Crn—1)!+C: 


2 = LICEs0!t 


aa | 全 二 十 ] 


3.21 由 于 11? 二 121, 因 此 对 于 不 超过 120 的 合 数 ,其 素 因 子 只 可 能 是 2.3、.5 和 7. 考 
虑 集合 
一 {zlzEZ,1 委 zx 委 120 }， 
S 中 不 能 被 2.3.5、7 中 任何 一 个 数 整除 的 数 就 是 不 超过 120 的 素数 . 令 能 被 2.3.5 或 7 整 
除 的 集合 分 别 记 为 A1 、A;、A， 和 A, ,那么 不 超过 120 的 素数 个 数 是 
=|AiNANA NA +3 
上 述 公 式 中 十 3 的 理由 是 : 2、3、5、7 这 4 个 数 不 属 于 集合 Ai 门 A; 门 A; 门 A, ,但 它们 是 不 超 
过 120 的 素数 . 此 外 ,1 属于 集合 Ai 门 As 门 A; 门 A, ,但 1 不 是 素数 . 


|Ai|=60, |A;|=40， Ad=24: [j= 下 
IAiNMNA;|=20; IANA,|=12, IAiNA,|=8, 
|A;:NMA;|=8, |A:NA,|=5, |ANMNA,|=3 

[ANANAs l=4; lANA NA |=2; IAiNA;sNA,|=1, 


|A:NA;N A|=1, |AiNANANA,I=0. 
将 上 述 结果 代入 包含 排斥 原理 得 
i 沁 


N=l4Ananasnas|I+3 
二 120 一 (60 十 40 十 24 十 17) 十 (20 十 12 十 8 十 8 十 5 十 3) 
一 (4 十 2 十 1 十 1) 十 0 十 3 
120 一 141 十 56 一 8 十 3 二 30 
不 妨 验 证 这 个 结果 ,把 30 个 素数 枚 举 出 来 是 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41， 
43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107,109,113. 
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簿 4 章 ， 二 元 关系 济 国 数 
内 容 提 要 


1. 有 序 对 与 笛 卡 儿 积 


由 两 个 元 素 x 和 y( 人 允许 zx=y) 按 一 定 的 顺序 排列 成 的 二 元 组 叫做 一 个 有 序 对 (也 称 序 
偶 ) , 记 作 一 z,y>. 其 中 xz 是 它 的 第 一 元 素 ,y 是 它 的 第 二 元 素 . 两 个 有 序 对 二 z,y 二 与 
二 u,v 相等 的 充分 必要 条 件 是 z=u 有 y =vw. 
设 A.B 为 集合 ,A 与 B 的 笛 卡 儿 积 记 作 AXB, 其 中 
AXxB=(<z,y>>|zEAAyEEB). 
笛 卡 儿 积 运算 具有 下 述 性 质 : 
ZXxXB=AxZ2= 8. 
AXBzBxXA (AzQBANBz#GANAAB). 
(AXB)XCAAX(BXC) (AxGABzAYLGANCYD). 
AXCBUCY= (AXBU AXC 
(BUC)xA= (BxA)U CxA). 
AXBMNO SS AXBNM CARC 
(BNOxA= (BxA)N (CxA). 


2. 关系 、 从 A 到 B 的 关系 和 A 上 的 关系 


如 果 一 个 集合 为 空 集 或 者 它 的 元 素 都 是 有 序 对 , 则 称 这 个 集合 是 一 个 二 元 关系 , 记 作 
R. 对 于 二 元 关系 及 , 如 果 <z,y>ER, 则 记 作 zRy; 如 果 二 x,y 二 ER, 则 记 作 xzRy. 

设 A、B 为 集合 ,AX 的 任何 子 集 所 定义 的 二 元 关系 称 做 从 A 到 B 的 二 元 关系 ,特别 
当 A=B 时 , 则 叫做 A 上 的 二 元 关系 . 当 A 含有 n 个 元 素 , 即 |A|=n 时 ,A 上 有 22 个 不 同 
的 二 元 关系 ,其 中 最 常用 的 A 上 的 二 元 关系 有 下 述 5 种 . 

恒 等 关 系 : 二 {<zx,zx>>|z€A). 

全 域 关 系 : EA 一 AXA. 

小 于 等 于 关系 : La 一 {<<z,y>>|z,yEAAz 委 y}, 这 里 的 A 是 实数 集 R 的 某 个 子 集 . 

整除 关系 : DA 一 {<z,y>|z,yEAAz|ly}, 这 里 的 A 是 正 整 数 集 Z+ 的 某 个 子 集 ,x|y 
表示 x 是 y 的 因子 ,或 者 说 工整 除 >. 

包含 关系 : 及 ={<zyy>>|z,yEP(B)AzSy), 这 里 A 王 PCB). 


3. 关系 表示 法 


表示 关系 的 方法 有 3 种 : 集合 表达 式 ,关系 矩阵 和 关系 图 ,其 中 关系 图 只 能 表示 有 穷 集 
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A 上 的 关系 ,关系 矩阵 可 以 表示 有 穷 集 A 到 B 的 关系 与 A 上 的 关系 . 


4. 关系 的 性 质 


对 于 集合 A 上 的 关系 尺 可 以 定义 5 种 性 质 : 自 反 性 、 反 自 反 性 、 对 称 性 、 反 对 称 性 和 传 
尺 在 A 上 自 反对 Vr(x€EA>zRz). 

尺 在 A 上 反 自 反 售 Yr(rx€EA>zrRz). 

有 尺 在 A 上 对 称 伟 VrVy(r,yEAAzRyY>yRz). 

尺 在 A 上 反对 称 会 Vz yy(z,yEAAxzRyAyRz 一 zz 一 y)， 

及 在 A 上 传递 合 VrVyVz(z,y,zEAAzRyANyRz>zrRz). 

判别 关系 性 质 的 方法 如 表 4-1 所 示 ,其 中 的 M? 表示 和 矩阵 M 和 M 相 乘 . 注意 在 做 乘法 


时 的 相 加 为 逻辑 加 , 即 0 十 0 二 0,0 十 1=1 十 0==1 十 1==1. M 一 M? 表示 将 M 中 的 每 个 元 素 减 
去 M? 中 的 相对 应 元 素 后 得 到 的 结果 和 矩 阵 ,这 里 的 减法 是 普通 的 减法 . 
表 4-1 
充 要 条 件 自 反 反 自 反 对 称 反对 称 传 递 
集合 表示 R | IASR IaNR=@ R=R-! RNRT =@ R°RER 
主 对 角 线 元 | 主 对 角 线 元 素 ， 若 六 = 刁 且 放 | _ 
关系 矩阵 M | 素 全 是 1” | 全 是 0 对 称 和 矩阵 SR M 一 Me 中 不 含 负数 
如 果 两 个 结 点 之 | 如 果 两 个 结 点 之 | 若 结 点 x; 到 zi 有 
关系 图 G be ens ed 间 有 边 , 必 是 一 | 间 有 边 , 必 是 一 | 边 ,= 到 zk 有 边 , 则 
对 方向 相反 的 边 | 条 单方 向 的 边 “| 从 zz; 到 zx 有 边 


5. 等 价 关 系 和 划分 


设 民 为 非 空 集合 A 上 的 关系 ,如 果 尺 是 自 反 的 、. 对 称 的 和 传递 的 , 则 称 尺 为 A 上 的 等 
价 关 系 . 对 任何 z,yEA, 如 果 <<r,y> 抵 等 价 关 系 尺 , 则 记 作 xz 一 > 对 于 A 的 任何 元 素 x， 
A 中 与 x 等 价 的 元 素 构成 了 zx 的 等 价 类 , 记 作 [xjs: 简 记 作 [zj, 即 

[zjr={y|lyEAAMzRy}. 
A 上 等 价 关 系 R 的 所 有 不 交 的 等 价 类 的 集合 称 为 A 在 R 下 的 商 集 , 记 作 A/R, 即 
A/R={[zjr|z€EA}. 

设 A 是 非 空 集合 ,如 果 存 在 一 个 A 的 子 集 族 x(xSSP(A)), 满 足以 下 条 件 : 

(1) GB Ex. 

(2) x 中 任意 两 个 元 素 不 交 . 

(3) x 中 所 有 元 素 的 并 集 等 于 A. 
则 称 x 为 A 的 一 个 划分 , 且 称 x 中 元 素 为 划分 块 . 

可 以 证 明 A 关于 等 价 关 系 RR 的 商 集 A/R 就 是 A 的 划分 ;反之 ,给 定 A 的 划分 x, 将 x 
中 划分 块 作为 等 价 类 也 可 以 导出 A 上 的 等 价 关 系 . A 上 的 等 价 关 系 与 A 的 划分 是 一 一 对 
应 的 . 

i 


6. 偏 序 关系 与 偏 序 集 


设 民 为 非 空 集合 A 上 的 关系 ,如 果 R 是 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 , 则 称 尺 为 A 上 的 
偏 序 关系 ,简称 偏 序 , 记 作 才 . 集合 A 和 A 上 的 偏 序 关系 科 一 起 叫做 偏 序 集 , 记 作 二 A, 科 二 . 
Vz,yEA,z 与 y 之 间 只 能 保持 下 面 4 种 关系 之 一 : zx 一 y,z<y,y<z 民 与 y 不 可 比 . 这 里 
的 zy、y<<zx 以 及 xz 与 y 不 可 比 的 含义 是 
TySOr<yArKy, 
y<zxSOy<rAyAKr, 
ZX 与 y 不 可 比 售 z+ 关 " 人 y Kz. 
当 zy 且 不 存在 其 他 的 元 素 x 使 得 x+ 过 zy 成 立时 , 称 y 盖 住 xz. x<y 意味 着 在 序 关系 
上 y 排 在 zx 的 后 边 ;而 y 盖 住 x 则 意味 着 在 序 关系 上 y 紧 跟 在 x 的 后 边 . 
有 穷 集 上 的 偏 序 可 以 用 哈 斯 图 来 表示 . 在 喻 斯 图 中 的 元 素 是 分 层 排列 的 . 最 底层 是 所 
有 的 极 小 元 , 相 邻 两 层 之 间 较 高 一 层 的 元 素 至 少 盖 住 较 低 一 层 的 一 个 元 素 . 每 条 路 径 的 最 
高 层 元 素 都 是 极 大 元 . 如 果 偏 序 集 只 有 唯一 的 极 小 元 , 它 就 是 该 偏 序 集 的 最 小 元 . 类似 地 ， 
如 果 偏 序 集 只 有 唯一 的 极 大 元 , 它 就 是 该 偏 序 集 的 最 大 元 . 给 定 偏 序 集 二 A, 科 过 的 子 集 B， 
如 果 存 在 元 素 zEA 大 于 等 于 B 中 所 有 的 元 素 , 那 么 x 就 是 B 的 上 界 . 所 有 上 界 中 的 最 小 
元 就 是 B 的 最 小 上 界 . 类 似 地 ,可 以 定义 B 的 最 大 下 界 . B 的 最 大 下 界 或 最 小 上 界 如 果 存 
在 ,一 定 是 唯一 的 . 


7. 关系 运算 

和 关系 有 关 的 运算 有 以 下 几 种 : 

定义 域 domR= {zx| 3y(<zx,y> ER))}. 
值 域 ranR={y| 3x(<zx,y> ER)}. 
域 {ldR= domR U ranR. 

道 R- 1!={<zr,y> |yRz}. 

合成 F°G={<zx,y>| 3z(rGz NzFy)}. 
限制 FMA={<z,y>|zrFyN\rEA)}. 
像 F[A]=ran(F tA). 

以 下 运算 仅 适合 A 上 的 关系 尺 : 

过 R°=I, 


R"t1 二 R*。R, 7 为 自然 数 . 
自 反 闭 包 r(R)=RUR"'. 
对 称 闭 包 sR}=RUR™. 
传递 闭 包 7R)=RUR?U… 


8. 函数 


函数 也 称 作 映射 , 它 是 一 种 特殊 的 二 元 关系 . 函数 的 定义 是 : 设 下 为 二 元 关系 ,车 对 任 
意 的 TE domF 都 存在 唯一 的 yEranF 使 得 xFy 成 立 , 则 称 下 为 函数 . 若 二 x,y 记 函数 
Sy 


下 , 则 记 作 y= 二 F(x), 称 y 是 下 在 zx 的 函数 值 . 

给 定 集合 A、B 和 函数 了 ,车 了 满足 下 述 条 件 : 

(1) domf=A. 

(2) ranf EB. 
则 称 了 是 从 A 到 B 的 函数 , 记 作 f: A 一 B. 所 有 从 A 到 B 的 函数 的 集合 {f|f: A 一 B) 记 作 
B4, 读 作 “B 上 A”. 如 果 |A|==m,1B|=n, 且 mn 不 全 为 0, 则 |B*|=n”. 


9. 函数 的 性 质 


某 些 函数 f: A 一 B 具有 单 射 满 射 或 双 射 的 性 质 . 这 些 性 质 分 别 定义 如 下 : 
设 f: A 一 B， 

(1) 若 ranf 王 有, 则 称 f: A 一 B 是 满 射 的 . 

(2) 车 对 任意 xz,yEA,zx 隆 y, 都 有 f(z) 关 f(y), 则 称 f: A 一 B 是 单 射 的 . 
(3) 若 /: A 一 B 既是 满 射 的 ,又 是 单 射 的 , 则 称 F: A 一 B 是 双 射 的 . 


10. 函数 的 复合 和 反 函 数 


给 定 函数 f 和 g,f 与 g 的 合成 也 是 函数 , 称 作 了 与 g 的 复合 函数 ,并 且 满足 

(1) dom(f°g)={x|r€Edomg \g(x)Edomf); 

(2) frg(x)=f(g(x)), YrE dom(f°g). 

特别 地 , 若 f: BC,g: A 一 B, 那 么 f*g: A 一 C. 

函数 的 逆 不 一 定 构成 函数 . 但 对 于 双 射 函数 1: AB, 它 的 逆 广 :: BA 也 是 双 射 函 
数 , 称 为 了 的 反 函 数 . 


11. 小 结 


通过 本 章 的 学 习 应 达到 下 面 的 基本 要 求 . 

能 正确 地 使 用 集合 表达 式 .关系 矩阵 和 关系 图 表示 给 定 的 二 元 关系 . 

给 定 A 上 的 关系 尽 ( 可 能 是 集合 表达 式 , 也 可 能 是 关系 矩阵 或 关系 图 ) ,能 判别 R 的 
性 质 . 
给 定 A 上 的 等 价 关系 尽 , 求 所 有 的 等 价 类 和 商 集 A/R, 或 者 求 与 RR 相对 应 的 划分 ;给 定 
人 的 划分 r, 求 对 应 于 的 等 价 关 系 尺 . 

给 定 A 上 的 偏 序 关系 < , 画 出 偏 序 集 的 哈 斯 图 ;给 定 偏 序 集 过 A, 科 过 的 哈 斯 图 , 求 A 
和 和 的 集合 表达 式 . 

确定 偏 序 集 的 极 大 元 、 极 小 元 .最 大 元 、 最 小 元 .最 大 下 界 和 最 小 上 界 . 

给 定 集 合 A.B 和 了 ,判别 了 是 否 为 从 A 到 B 的 函数 f: A 一 B. 如 果 是 ,说 明 f:; A 一 B 
是 否 为 单 射 满 射 . 双 射 的 . 

应 熟练 掌握 的 计算 包括 : 

给 定 关系 R, 求 domR 、ranR fldR 、R-: ;给 定 关系 R 和 集合 A , 求 RMA、R[LA]; 给 定 关 
系 下 和 G, 求 Fe。G; 给 定 A 上 的 关系 RR, 求 R*r(R)、s(R)、t(R). 

给 定 函 数 f: A 一 B,xEA,A’CA, 求 f(x)、f(A'); 求 f; A 一 B 的 反 函 数 ;给 定 函 数 
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f: A>B,g: C 一 卫 , 求 复合 函数 广 g. 


则 


则 


给 定 集合 A 和 B, 求 AXB、B* ,构造 从 A 到 B 的 双 射 函数 . 


在 做 以 上 计算 时 ,如 果 没 有 特殊 说 明 , 所 得 结果 应 该 与 已 知 的 关系 或 函数 的 表示 方法 一 
致 .例如 ,已 知 关 系 R 是 用 集合 表达 式 给 出 的 ,那么 ,在 计算 RY、RM AR"r(R)、s(R)、 
t(R) 时 所 得 的 结果 关系 也 要 用 集合 表达 式 表示 . 若 R 用 关系 图 给 出 ,那么 结果 关系 也 应 该 
用 关系 图 给 出 . 


习 题 


题 4.1 一 题 4. 10 为 选择 题 . 题目 要 求 是 从 供 选择 的 答案 中 选 出 应 填 入 叙述 中 的 口内 的 
正确 答案 . 


4.1 (1) 设 S={1,2),R 是 S 上 的 二 元 关系 , 且 xRy. 如 果 R=Ts, 则 
的 小 于 等 于 关系 , 则 | 到, 如 果 R= Es , 则 |[C|. 
(2) 设 有 序 对 二 x 十 2,4 之 与 有 序 对 二 5,2x 十 y 这 相等 , 则 x= 


供 选 择 的 答案 
A.B.C: @ x,y 可 任意 选择 1 或 2; © r=1,y=1; 
@ r=1,y=1 或 2; zx=y=2; @ x=2,y=2; 


@@ r=y=1 或 +=y=2; © r=1,y=2; 
© r=2,y=1. 
DE: ©® 3; ©@ 2; 
4.2 设 S={1,2,3,4),R 为 S 上 的 关系 ,其 关系 矩阵 是 
lo & 1 
1 0 0 0 
0 0:0. 1 
1 0 0 0 


(1) R 的 关系 表达 式 是 |A|. 

(2) domR=[B| ,ranR=[C|. 

(3) ReR 中 有 |D|I 个 有 序 对 . 

(4) 尺 的 关系 图 中 有 上 蔬 | 个 环 . 

供 选 择 的 答案 

站 全 a WN te Eh ed) WY Be Te NY 
Olli 

BC {L273 @ {1,2,4}; © {Ld}s 

D\E: © 1; ©® 3; ©@ 6; 


A 


D|,y= 


4.3 设 尺 是 由 方程 zx 十 3y 一 12 定义 的 正 整数 集 Z 上 的 关系 , 即 


{<z,y>|zyEZ+ 人 z 十 3y 一 12}， 
(1) R 中 有 [Al 个 有 序 对 . 


© {1,3,4}. 
四 7. 


,如 果 RR 是 数 


站 


(2) domR=[B|. 
(3) RN 12,3,4.6} 一 [C. 
(4) {3) 在 R 下 的 像 是 [DI. 


(5) ReR 的 集合 表达 式 是 [EE. 
供 选择 的 答案 
A: © 2; OED ©@ 4. 
BC.DE: @ {<3,3>}; © {<3,3>,<6,2>}; @ {0,3,6,9,12}; 
©® {3,6,9}; ©® {3}; @g%; @ 3. 
4.4 设 S=={1,2,3), 图 4-1 给 出 了 S 上 的 5 个 关系 , 则 它们 只 具有 以 下 性 质 ; Ri 是 
Al,R; 是 固 ,R:, 是 [GO ,R, 是 因 ,Rs 是 固 . 
1 | 1 六 @ 
2 3 v3 和 2 3 
a “ OO 0 
(a) Ri (b) R, (c) R3 (d) R, (e) Rs 
图 4-1 
A.B.C.D.E: 


@O 自 反 的 ,对 称 的 ,传递 的 ; 

@ 反 自 反 的 ,反对 称 的 ; 

@ 反 自 反 的 ,反对 称 的 ,传递 的 ; 

@ 自 反 的 ; 

@@ 反对 称 的 ,传递 的 ; 

@ 什么 性 质 也 没有 ; 

@ 对 称 的 ; 

@ 反对 称 的 ; 

@ 反 自 反 的 ,对 称 的 ; 

四 自 反 的 ,对 称 的 ,反对 称 的 ,传递 的 . 

4.5 设 Z+ 一 {zlzEZAz>0},m rrs 是 Z+ 的 3 个 划分 . 
m= {zx} | x EZ), 
m 二 {Si,S:}， Si 为 素数 集 ,S: = Z+ 一 Si， 
Ns = {DD} 

则 (1) 3 个 划分 中 划分 块 最 多 的 是 [A] ,最 少 的 是 四 |. 


(2) 划分 zt 对 应 的 是 Z 上 的 [Cl ,mm 对 应 的 是 Z+ 上 的 四 ,xs 对 应 的 是 Z+ 上 的 因 . 
供 选 择 的 答案 
A、B: Dn; @ i @ ns. 
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C.D.E:  @ 整除 关系 ; @ 全 域 关 系 ; Q@ 包含 关系 ; 
〇 小 于 等 于 关系 ; 恒 等 关 系 ; @ 含有 两 个 等 价 类 的 等 价 关系 ; 
四 以 上 关系 都 不 是 . 
4.6 设 S 一 {1,2,…,'10}, 科 是 S 上 的 整除 关系 , 则 过 S, 科 之 的 哈 斯 图 是 [Aj ,其 中 最 大 
元 是 四 | ,最 小 元 是 [Cj ,最 小 上 界 是 上 | ,最 大 下 界 是 蕊 |. 


供 选择 的 答案 
A: | 一 棵 树 ; @ 一 条 链 ; @ 以 上 都 不 对 . 
BC.DE: @ 2; ©1; © 10; 

DD 6.789510 ©® 6; ©@ 0; @ 不 存在 . 


4.7 设 f: N-~N,'N 为 自然 数 集 , 且 


1， 车 工 为 奇数 ; 
f(z)=|, 


本 若 x 为 偶数 . 
则 fC(0)=[Aj,f({0})=[Bj,f({1,2})=[C|,f(1,2)=[D|,f({0,2,4,6,.…})= [El. 
供 选择 的 答案 
A,B,C.D.E: 
无 意义 ; © 1; ©® {1}; @ 0; 
© {0}; @ 也， © N; ©® (1,3,5，…)}; 
仁 汗 ， @ (2,4,6，…}. 


4.8 设 R.ZNN 分 别 表 示 实 数 、 整 数 和 自然 数 集 , 下 面 定 义 函 数 及 、fs、f、f1. 试 确定 
它们 的 性 质 . 

fi: R>R,/f(r)=27, 

fi: ZN,f(z)= |z| ， 

fa: N>N,f(z) 二 (zx)mod 3,zx 除 以 3 的 余数 ， 

fu: N>NXN,f(n)=<n,nt+1>. 


则 fi 是 [A ,f2 是 四 | ,fs 是 [C sf 是 Dl,f.({5})= El. 


供 选择 的 答案 

A、B.C.D: @ 满 射 不 单 射 ; @ 单 射 不 满 射 ; @ 双 射 ; 
@ 不 单 射 也 不 满 射 ; @ 以 上 性 质 都 不 对 . 

E: © 6; D5 ©® =5,6>; 
©@ {<=5,6>}; 四 以 上 答案 都 不 对 . 


2 

一 25 YA 
gs R=>R,g(r)=zit2; 

则 feg(z)=[Al,g°*f(z)==[B,g*f: R>R 是 [C|、f7!:[D|、g 下 [El. 


4.9 设 f: RR 
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(3 i 
Bey | y Se 号 i X=3 
@ 人 @ 人 Z 之 3 
= zl 0， 元 3 
C:  @ 单 射 不 满 射 : @ 满 射 不 单 射 ; @ 不 单 射 也 不 满 射 ; 
@ 双 射 . 
D、E: @ 不 是 反 函 数 ; @@ 是 反 函 数 . 


4.10 (1) 设 S={a,b,c), 则 集合 T= {a,4b} 的 特征 函数 是 [A ,属于 Ss 的 函数 是 上 |. 


(2) 在 S 上 定义 等 价 关 系 R=IsU{ 二 a,b, 过 5b,a 记 ) ,那么 该 等 价 关系 对 应 的 划分 中 


Cy 
之 


了 个 划分 块 . 作 自 然 映 射 g: SS/R,g(Cz) 王 [zj 那么 g 的 表达 式 是 Dj,s(O) 一 固 . 

供 选 择 的 答案 

ABDiO@ (<anm > OD < © {~<a,b>}; 
(ls @ {<a,{a}> ,<6,40}> ,<e, {ce}>}; 
DR 

C: ©1; © 2; Q@ 3. 

E: {ab}; @ {4}. 

4.11 设 S={1,2,…,6}) ,下面 各 式 定义 的 R 都 是 S 上 的 关系 ,分 别 列 出 R 的 元 素 . 

(1) R={<z,y>|zx,yESAzr|y}. 

(2) R={ 过 x,y|x,yESAz 是 y 的 倍数 }. 

(3) R={<zx,y>|zx,yE SN (zx—y)*€S). 

(4) R={ 二 x,y|zx,yESAz/y 是 素数 }. 

4.12 设 S={1,2,…,10), 定 义 S 上 的 关系 

R={<zx,y>|zr,yESAzt+y=10}, 


R 具有 哪些 性 质 ? 
4.13 S={a,b,csd} ,Ri、R; 为 S$S 上 的 关系 ， 
Ri = {<aa>,<a,b>, <b,d>}, 
R; = {<asd>>,<bc>,<bd>,<e,b>)}. 
求 Ri。R。、Ra。R Ri Ri. 
4.14 设 R 的 关系 图 如 图 4-2 所 示 ,. 试 给 出 7(R)\s(R)、a ea 一 
t(R) 的 关系 图 . 
4.15 ”对 任意 非 空 集合 S,P(S) 一 {2 } 是 S 的 非 空 子 集 族 ， 
那么 P(S) 一 (名) 能 否 构 成 S 的 划分 ? 
4.16 画 出 下 列 集合 关于 整除 关系 的 哈 斯 图 . 
Ci {L234008 L224 
(2) {1,2,…,9}. 
并 指出 它 的 极 小 元 .最 小 元 、 极 大 元 、 最 大 元 . 


图 4-2 
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4.17 在 下 列 的 关系 中 哪些 能 构成 函数 ? 

(1) {<z zs 二 zzEN,z 十 zz<10). 

(2 {<yi sy > |y1 ,ys ER, y=y?}. 

(3) {<yi,ys> |y1 ,ys ER, y=y}. 

4.18 设 R 是 S 上 的 等 价 关 系 ,在 什么 条 件 下 自然 映射 g: SS/R 是 双 射 的 ? 
4.19 设 f,g,hEN"N, 有 是 有 

0， 为 偶数 ; 


fn)=nt+l, g(n)=2n, nw={ 1 为 奇数 . 


求 f°f\gef\f°gvheg\ gh 和 f°geh. 


4.20 设 f:; RXR>RXR,f(<zx,y 这 )= 过 x 十 y,x 一 y 这 , 求 了 的 反 函 数 . 
4.21 设 f,gEN"N,N 为 自然 数 集 , 且 
1s 之 一 05132735 人 为 偶数 
f(x) = 10， T= 4; g(7T) = | 2 
a 工 之 5. Ef 工 为 奇数 . 
(1) 求 gef 并 讨论 它 的 性 质 (是 否 为 单 射 或 满 射 ). 
(2) 设 A={0,1,2), 求 g*f(A). 
4.22 设 A={a,b},B={0,1). 
(1) 求 PCA) 和 B4. 
(2) 构造 一 个 从 P(A) 到 B4 的 双 射 函数 . 
4.23 对 下 面 给 定 的 集合 A 和 B ,构造 从 A 到 B 的 双 射 函数 . 
(1) A=N,B={zx|x=2*A\yEN}. 
(2) A= [到 ,到 ,B= 二 [一 1,1] 都 是 实数 区 间 . 
4.24 设 f: A>A, 由 /导出 的 A 上 的 等 价 关 系 定义 如 下 : 
R= {<z,y>|z,y EAAN f(z) = f(y)). 
EN 
1， 7 为 奇数 ; 


(2) 一 72， Pa) = (n) = (n) mod 3. 
fil(n n, fsln 人 有 1 为 偶数 . fan n) Im 


令 Ri 为 fi 导出 的 等 价 关 系 , 求 商 集 N/R;, 其 中 i=1,2,3. 


村 


4.25 对 下 述 函 数 fg 及 集合 A、B ,计算 feg、f°g(A) 和 f*g(B), 并 说 明 f*g 是 否 为 


外 射 或 满 射 . 


(1) f: R 一 R,Fz) 一 六 一 并 
g: N-R,s(Cz) 一 V7. 
A={2,4,6,8,10},B={0,1)}. 
(2) f: ZT>R,f(2)=e. 
g: Z>Z,g(7r)=x’. 
A=N,B= {2k|kEN)}. 
人 


4.1 A: @; B: @; 下 全 和 D: @; E: 10. 
: :© D: ©:; E: ©@. 
4.3 A: ©; B: ©; C: ©®; D: ®; E: @. 
分 析 题 4.1 一 题 4.3 都 涉及 关系 的 表示 . 先 根据 题 意 将 关系 表示 成 集合 表达 式 ,然后 
再 进行 相应 的 计算 或 解答 . 例如 , 题 4.1 中 的 
Is={<=<1,1>,<=2,2>}, 
Es = {<1,1>,<1,2>,<2,1,<2,2>}, 
Ls= {<1,1>,<=1,2>,<=2,2>}. 
而 题 4.2 中 的 
R={<1l1l>;<14>,<2,1>,<3,4>,<4,1>}. 
为 得 到 题 4. 3 中 的 R 须 求解 方程 + 十 3y 二 12, 最 终 得 到 
R= {<3 > 602>y<%1 人 DD}. 
求 ReR 有 3 种 方法 , 即 集合 表达 式 、 关 系 矩 阵 和 关系 图 的 1 


方法 . 下 面 由 题 4.2 的 关系 分 别 加 以 说 明 . 2 
1” 集合 表达 式 法 2 
将 domR .domR UranR ranR 的 元 素 列 出 来 ,如 图 4-3 所 3 


示 . 然后 检查 R 的 每 个 有 序 对 . 若 <z,y 二 ER, 则 从 domR 中 
的 xz 到 ranR 中 的 y 画 一 个 箭头 . 若 domR 中 的 z 经 过 2 步 有 
向 路 径 到 达 ranR 中 的 y, 则 二 z,y 二 ER-R. 由 图 4-3 可 知 
玉民 三 (去 1 站 4 
<2,1>,<2.4>,=3,1>). 

如 果 求 F*G, 则 将 对 应 于 G 中 有 序 对 的 箭头 画 在 左边 ,而 将 对 应 于 下 中 有 序 对 的 箭头 画 在 
右边 .对 应 的 3 个 集合 分 别 为 domG ,ranG U domF ranF ,然后 .同样 地 寻找 domG 到 ranF 
的 2 步 长 的 有 向 路 径 即 可 . 

2” 和 矩阵 方法 

若 M 是 尺 的 关系 矩阵 , 则 ReR 的 关系 和 矩阵 就 是 M。M, 也 可 记 作 M:. 在 计算 乘积 
时 的 相 加 不 是 普通 加 法 ,而 是 逻辑 加 , 即 0 十 0=0,0 二 1=1 十 0=1 十 1=1. 根据 已 知 条 
件 得 


domR domRUranR ranR 


图 4-3 


M: 一 


SO oo 


1 
0 
。 
0 


声 口 天王 
= 
[= 
OO em © 把 
于 
OO oo 
SO OO © 
一 OP 


1 0 
1 0 
0 0 
是 0 
M? 中 含有 7 个 1, 说 明 ReR 有 

3” 关系 图 方法 

设 G 是 R 的 关系 图 . 为 求 R" 的 关系 图 G“ , 先 将 G 的 结 点 复制 到 G' 中 ,然后 依次 检查 G 
。62。 


中 含有 7 个 有 序 对 . 


的 每 个 结 点 . 如 果 结 点 x 到 y 有 一 条 n 步 长 的 路 径 , 就 在 G 中 从 x 到 y 加 一 条 有 向 边 . 当 
所 有 的 结 点 检查 完毕 ,就 得 到 图 G'. 以 题 4. 2 为 例 . 图 4-4(a) 表 示 R 的 关系 图 G. 依次 检 
查 结 点 1.2、3、4. 从 1 出发, 沿 环 走 2 步 仍 回 到 1, 所 以 ， 
G' 中 有 过 1 的 环 . 从 1 出 发 ,经 过 1,1 二 > 和 二 1,4 放 ,2 步 可 
达 4, 所 以 ,G' 中 有 从 1 到 4 的 边 . 结 点 1 检查 完毕 . 类 似 
地 检查 其 他 3 个 结 点 ,2 步 长 的 路 径 还 有 2 一 1 一 1,2 一 1 2 
4,3>4>1,4 一 1>1,4 一 1 一 4. 将 这 些 路 径 对 应 的 边 也 加 (a) (b) 
到 G 中 ,最 终 得 到 R? 的 关系 图 . 这 个 图 如 图 4-4(b) 图 4-4 
所 示 . 

4.4 A: @; B: ®; C: @; D: @; E: @. 

分 析 根据 表 4-1 中 关系 图 的 特征 来 判定 Ri ,Rs，,… ,Rs 的 性 质 ,如 表 4-2 所 示 . 

表 4-2 

关系 反 对 称 反对 称 传递 

Ri 


EN 


ey 
洒 
河 


R; 


R; 


R, 


| 其 | 以 | 省 湛 。 
X|Xxl< 人 | xl|x| 开 
人 人 |x| 人 人 |x|x 
A 区 中 六 站 区 
人 | 和 |X|Xx|X 


Rs 


从 表 中 可 知 Ri 、R 和 Rs 不 是 传递 的 ,理由 如 下 : 在 R, 中 有 边 二 3,1 王 和 二 1,2 这 ,但 缺 
少 边 一 3 ,2>>. 在 Rs 中 有 边 <1,3 之 和 志 3,2> ,但 缺少 边 <1,2>>. 在 Rs 中 有 边 <<1,2 之 和 
去 2,1 二 ,但 缺少 过 1 的 环 . 

4.5 A: @; B: ®@; C: ®; D: @; E: ©. 

分 析 等 价 关 系 和 划分 是 两 个 不 同 的 概念 ,有 着 不 同 的 表示 方法 . 等 价 关 系 是 有 序 对 
的 集合 ,而 划分 是 子 集 的 集合 , 切 不 可 混淆 起 来 . 但 是 对 于 给 定 的 集合 A,A 上 的 等 价 关系 
R 和 A 的 划分 x 是 一 一 对 应 的 . 这 种 对 应 的 含义 是 

<z,y>ERcz 和 >y 在 rr 的 同一 划分 块 里 . 
换 句 话说 ,等 价 关 系 R 的 等 价 类 就 是 划分 x 的 划分 块 , 它 们 都 表示 了 对 A 中 元 素 的 同一 种 
分 类 方式 . 

给 定 划 分 x, 求 对 应 的 等 价 关 系 R 的 方法 和 步 又 说 明 如 下 . 

1” 设 x 中 的 划分 块 有 /i 块 , 记 作 Bi,B,,…,B,. 若 Bi 一 {zyz wz) 全 1, 则 
zx >ERi,s ,t=1,2,..,j, 即 R;==B;XB;. 求 出 Ri ,Rs,…,R,. 

2” R=RiUR; UUR,. 

本 题 中 的 x 的 划分 块 都 是 单元 集 , 没 有 含 两 个 以 上 元 素 的 划分 块 ,所 以 ,Ri 二 I4. zz 含 
有 两 个 划分 块 , 故 对 应 的 等 价 关 系 R 含有 两 个 等 价 类 . x 中 只 有 一 个 划分 块 Z*7 ,Zt+ 包含 
了 集合 中 的 全 体 元 素 . 这 说 明 <z,y>ER: 人 zyEZ+ ,因此 ,这 个 划分 对 应 的 关系 R, 就 
是 Z 上 的 全 域 关系 . 
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分 析 画 哈 斯 图 的 关键 在 于 确定 结 点 的 层次 和 元 素 间 的 盖 住 关系 . 下 面 讨论 画图 的 基 
本 步 又 和 应 该 注意 的 问题 . 

画图 的 基本 步骤 如 下 : 

1 确定 偏 序 集 生 A, 科 之 中 的 极 小 元 ,并 将 这 些 极 小 元 放 在 哈 斯 图 的 最 底层 , 记 为 第 
0 层 . 

2” 若 第 nn 层 的 元 素 已 确定 完毕 ,从 A 中 剩余 的 元 素 中 选取 至 少 能 盖 住 第 ， 层 中 一 
个 元 素 的 元 素 , 将 这 些 元 素 放 在 哈 斯 图 的 第 "十 1 层 . 在 排列 第 十 1 层 结 点 的 位 置 时 , 注 
意 把 盖 住 较 多 元 素 的 结 点 放 在 中 间 , 将 只 盖 住 一 个 元 素 的 结 点 放 在 两 边 ,以 减少 连 线 的 
交 及 。 

3” 将 相 邻 两 层 的 结 点 根据 盖 住 关系 连 线 . 

以 本 题 的 偏 序 集 为 例 . 1 可 以 整除 S 中 的 全 体 整 数 , 故 1 是 最 小 元 ,也 是 唯一 的 极 小 
元 ,应 该 放 在 第 0 层 . 是 1 的 倍数 ,但 又 不 是 其 他 的 数 倍数 的 数 只 能 是 素数 ,所 以 ,第 1 层 中 
应 该 是 S 中 的 全 体 素数 , 即 2.3.5.7. S 中 剩 下 的 元 素 是 4、6、8、9、10. 哪些 应 该 放 在 第 2 层 
呢 ? 根据 盖 住 关系 ,应 该 是 4.6.9 和 10. 因为 4 盖 住 2,6 盖 住 2 和 3,9 盖 住 3,10 盖 住 2 和 
5. 8 不 盖 住 2.3、5、7 中 的 任何 一 个 元 素 ,最 后 只 剩 下 一 个 8 放 在 第 3 层 . 图 4-5 给 出 了 最 
终 得 到 的 哈 斯 图 . 在 整除 关系 的 哈 斯 图 中 , 盖 住 关系 体现 为 最 小 的 倍数 或 最 小 的 公 倍 数 

如 果 偏 序 集 是 二 P(A) ,入 二 ,那么 哈 斯 图 的 结构 将 呈现 出 十 分 规则 的 形式 . 第 0 层 是 
空 集 刀 ,第 1 层 是 所 有 的 单元 集 , 第 2 层 是 所 有 的 2 元 子 集 ,…, 直 到 最 高 层 的 集合 A. 这 里 
4 盖 住 关系 就 体现 为 包含 关系 . 

在 画 哈 斯 图 时 应 该 注意 下 面 几 个 问题 . 

1” 哈 斯 图 中 不 应 该 出 现 三 角形 ,如 果 出 现 三 角形 ,一 定 是 盖 住 关系 没有 找 对 . 纠正 的 
方法 是 重新 考察 这 3 个 元 素 在 偏 序 中 的 顺序 ,然后 将 不 满足 盖 住 关系 的 那 条 边 去 掉 , 请 看 
图 4-6(a) 中 的 哈 斯 图 . 图 中 有 两 个 三 角形 , 即 三 角形 abc 和 abd. 根据 结 点 位 置 可 以 看 出 满 
足 如 下 的 偏 序 关系 : 


a<ba<eceb<ea < db<d 
从 而 得 到 a 过 bc 和 a 过 5<d. 这 就 说 明 c 和 4d 不 盖 住 a ,应 该 把 ec 边 和 ad 边 从 图 中 去 掉 ， 
从 而 得 到 正确 的 哈 斯 图 ,如 图 4-6(b) 所 示 . 


€ © 
a d cc d 
a a 
(a) (b) 
图 4-5 图 4-6 
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2” 哈 斯 图 中 不 应 该 出 现 水 平 线段 . 根据 哈 斯 图 的 层次 结构 ,处 在 同一 水 平 位 置 的 结 
点 是 同一 层 的 ,它们 没有 顺序 上 的 “大 小 ?关系 ,是 不 可 比 的 . 出 现 这 种 错误 的 原因 在 于 没有 
将 “ 较 大 ”的 元 素 放 在 “ 较 小 ”元 素 的 上 方 . 纠正 时 只 要 根据 * 大 小 ?顺序 将 * 较 大 ”的 元 素 放 到 
更 高 的 一 层 ,将 水 平 线 改 为 斜 线 就 可 以 了 . 

3” 哈 斯 图 中 应 尽量 减少 线 的 交叉 ,以 使 得 图 形 清晰 、 易 读 ,也 便于 检查 错误 . 图 形 中 
线 的 交叉 多 少 主要 取决 于 同一 层 结 点 的 排列 顺序 . 如 果 出 现 交 叉 过 多 ,可 以 适当 调整 结 点 
的 排列 顺序 ,注意 变动 结 点 时 要 同时 移动 连 线 . 

最 后 谈 谈 怎样 确定 哈 斯 图 中 的 极 大 元 、 极 小 元 、 最 大 元 、 最 小 元 .最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 
具体 的 方法 如 下 : 

1” 如 果 图 中 有 孤立 结 点 ,那么 这 个 结 点 既是 极 小 元 ,也 是 极 大 元 ,并 且 图 中 既 无 最 小 
元 ,也 无 最 大 元 (除了 图 中 只 有 唯一 孤立 结 点 且 不 含 其 他 结 点 的 特殊 情况 ). 

2” 除了 孤立 结 点 以 外 ,其 他 的 极 小 元 是 图 中 所 有 向 下 通路 的 终点 ,其 他 的 极 大 元 是 图 
中 所 有 向 上 通路 的 终点 . 

3” 图 中 唯一 的 极 小 元 是 最 小 元 ,唯一 的 极 大 元 是 最 大 元 ,否则 最 小 元 和 最 大 元 不 
存在 . 

4” 设 B 为 偏 序 集 <A, 二 的 子 集 , 若 B 中 存在 最 大 元 , 它 就 是 B 的 最 小 上 界 , 否 则 从 
A 一 B 中 选择 那些 向 下 可 达 B 中 每 一 个 元 素 的 结 点 ,它们 都 是 B 的 上 界 , 其 中 的 最 小 元 是 B 
的 最 小 上 界 . 类 似 地 可 以 确定 B 的 最 大 下 界 . 

观察 图 4-5,1 是 所 有 向 下 通路 的 终点 ,是 极 小 元 ,也 是 最 小 元 . 向 上 通路 的 终点 有 9、6、 
8、10 和 7, 这 些 是 极 大 元 . 由 于 极 大 元 不 是 唯一 的 ,所 以 ,没有 最 大 元 . 对 于 整个 偏 序 集 的 最 
小 上 界 和 最 大 下 界 , 就 是 它 的 最 大 元 和 最 小 元 ,因此 ,该 偏 序 集 没有 最 小 上 界 , 最 大 下 界 
是 1. 

4.7 A.: @; B: @; Ci @s D: ©; Es 

4.8 A.:©; B: ©; C: @; D: ©®; E: @. 

分 析 ”给 定 函 数 f/; A 一 B, 怎 样 判别 它 是 否 满足 单 射 性 呢 ? 通常 是 根据 函数 的 种 类 采 
取 不 同 的 方法 . 

1” 车 f/f: AB 是 实数 区 间 上 的 连续 函数 ,那么 ,可 以 通过 函数 的 图 像 来 判别 它 的 单 
射 性 . 如 果 f 的 图 像 是 严格 单调 上 升 (或 下 降 ) 的 , 则 了 是 单 射 的 ;如 果 在 了 的 图 像 中 间 有 极 
大 或 极 小 值 , 则 f 不 是 单 射 的 . 

2” 车 不 是 通常 的 初等 函数 . 那么 ,就 须 检查 在 f 的 对 应 关系 中 是 否 存 在 着 多 对 一 
的 形式 . 如 果 存 在 zi,zzEA,zr 天 za ,但 FGCz)=Fzs), 这 就 是 二 对 一 , 即 两 个 自 变 量 对 应 
于 一 个 函数 值 , 从 而 判定 f 不 是 单 射 的 . 

下 面 考虑 满 射 性 的 判别 . 满 射 性 的 判别 可 以 归结 为 三 的 值 域 ranf 的 计算 . 如 果 ranf== 
B, 则 ff: AB 是 满 射 的 ,否则 不 是 满 射 的 . 求 ranf 的 方法 说 明 如 下 . 

1” 车 f: A 一 B 是 实数 区 间 上 的 初等 函数 ,为 了 求 ranf 首先 要 找到 了 的 单调 区 间 . 针 
对 f 的 每 个 单调 区 间 求 出 了 在 该 区 间 的 最 小 和 最 大 值 ,从 而 确定 f 在 这 个 区 间 的 局 部 值 
域 . ranf 就 是 所 有 局 部 值 域 的 并 集 . 对 于 分 段 的 初等 函数 也 可 以 采用 这 种 方法 处 理 . 

2” 若是 用 列 元 素 的 方法 给 出 的 ,那么 ranf 就 是 所 有 有 序 对 的 第 二 元 素 构成 的 集合 . 

可 .性 9 5 


本 题 中 只 有 fi 是 定义 于 实数 区 间 上 的 初等 函数 . 易 见 ,指数 函数 的 图 像 是 严格 单调 上 
升 的 ,并 且 所 有 的 函数 值 都 大 于 0. 从 而 知道 fh 是 单 射 的 ,但 不 是 满 射 的 . 对 于 户 , 由 
户 (1) 一 户 ( 一 1) 王 1 可 知 , 它 不 是 单 射 的 . 但 ranf; 二 N, 所 以 , 它 是 满 射 的 .fs 既 不 是 单 射 
的 ,也 不 是 满 射 的 ,因为 f;(3) 二 fs(0) 二 0, 且 ranfs 二 {10,1,2}. fs 是 单 射 的 ,但 不 是 满 射 
的 . 因为 mw 关 n 时 , 必 有 过 m,m 十 1 过 了 之 n,n 十 1 六 ,但 过 1,1 ranf. 

4.9 A: @; B: @; C: ©; D: @; E: @. 

分 析 如果 As 为 分 段 函数 ,那么 计算 fg 或 gef 时 要 注意 分 段 的 位 置 可 能 会 发 生 改 
变 . 如 了 原来 在 x 二 3 点 分 成 两 段 ,但 /*g 却 在 zx 二 1 点 分 成 两 段 . 这 是 因为 当 x 二 1 时 ， 
gs(Cz) 一 3 恰好 处 在 f 的 分 段 点 上 . 

此 外 ,在 求 一 个 函数 的 反 函 数 时 ,首先 要 判别 这 个 函数 是 否 为 双 射 函数 .如 果 是 , 则 存 
在 反 函 数 ;如 果 不 是 , 则 不 存在 反 气 数 . 

4.10 A: @; B: @; Ca @s D: ©®; E: @. 

分 析 (1) 先 求 出 工 的 特征 函数 yzr 王 {<a,1>>,<0,1>,<<c,0>>), 它 是 从 S 到 {0,1)} 
的 函数 . 而 Ss 中 的 函数 是 从 {a,b,c) 到 {a,b,c) 的 函数 ,这 就 是 说 该 函数 应 包含 3 个 有 序 对 ， 
有 序 对 的 第 一 元 素 是 a、b.c, 而 第 二 元 素 应 该 从 ab\c 中 选取 (可 以 重复 选取 ). 不 难看 出 只 
有 中 满足 要 求 . 

(2) 等 价 关 系 R 对 应 的 划分 就 是 商 集 S/R. 检查 R 的 表达 式 , 如 果 二 x,y 记 ER, 那 么 
Zz,y 就 在 同一 个 等 价 类 . 不 难看 出 S 中 的 元 素 被 划分 成 两 个 等 价 类 {a,6}、{c) ,因而 对 应 的 
划分 有 2 个 划分 块 . 

考虑 自然 映射 g: S 一 S/R, 它 将 S 中 的 元 素 映 到 该 元 素 所 在 的 等 价 类 ,即将 a 映射 到 
[aj=={a,6) ,将 4b 映射 到 [0]={a.65) ,将 c 映射 到 [c]={c}. 将 g 写成 集合 表达 式 就 是 

g= {<a,{lab} >,<6b,(a,b} >, <e,{c} > }. 

通常 的 自然 映射 是 满 射 的 ,但 不 一 定 是 单 射 的 . 除非 等 价 关系 为 恒 等 关 系 ,这 时 每 个 等 
价 类 只 含 一 个 元 素 ,不 同 元 素 的 等 价 类 也 不 同 ,g 就 成 为 双 射 函数 了 . 

本 

<2,4> ,=2,6> ,=3,3> ,<=3,6>,<4,4>,<=5,5> ,<=6,6>}. 

(2) R={<L,1> ,<2,1>,<2,2> 3 <1 > ,<3 > < > ,<4,2 ,<4.4>3 
rd> < ol > 62 > 0 00602} 

(3) R={=1,2> ,<1,3> ,<?2,1> ,<2,3> ,<2,4> ,<=3,1> ,<3,2> ,<=3,4>， 
< > 6 
< 4 ><65>), 
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4.12 对称 性 . 

4.13 Ri°R,={<c,d>}. 

R,°Ri={<a,d> ,<a,c>}. 

Ri={<a0 > <awb > ,<ad>}. 

Ri}={<b,c> ,<e,b> ,<b,d>}. 
记 作 志 


4.14 ( 见 图 4-7) 


r(R) s(R) 1(R) 
(a) (b) (¢) 
图 4-7 


分 析 根据 闭 包 的 计算 公式 
r(R)=RUR’, s(R)=RUR’:, ti(R)=RURU. 

可 以 得 到 由 关系 图 求 闭 包 的 方法 . 

设 G 是 R 的 关系 图 ,G 的 结 点 记 为 ziyzs ,zi 7r(R)、s(R)、t(R) 的 关系 图 分 别 记 作 
G,\G, 和 G,. 

为 求 G,, 先 将 图 G 的 结 点 和 边 复制 到 G, .然后 将 G, 中 缺少 环 的 结 点 都 加 上 环 就 得 到 
了 r(R) 的 关系 图 . 

为 求 G, ,也 须 将 图 G 复制 到 G, ,然后 检查 G, 的 每 一 对 结 点 zx; 和 x (i 关门， 如 果 在 rr 


和 zi 之 间 只 存在 一 条 单方 向 的 边 , 就 在 这 两 个 结 点 间 加 上 一 条 方向 相反 的 边 . 当 G, 中 所 
有 的 单 向 边 都 变 成 双向 边 以 后 就 得 到 了 (CR) 的 关系 图 . 
最 后 考虑 G,. 首先 将 图 G 复制 到 G,, 然 后 从 zi 开始 依次 检查 zi ,zs ，…'，'z 在 检查 结 


点 Xi(i 王 1,2,…,n) 时 ,要 找 出 从 x; 出 发 经 过 有 限 步 (至 少 2 步 ,至 多 nn 步 ) 可 达 的 所 有 结 点 
(包括 zx; 自己 在 内 ). 如 果 从 zx; 到 这 种 结 点 之 间 缺 少 边 ,就 把 这 条 边 加 到 G, 中 . 当 nn 个 结 
点 全 部 处 理 完毕 ,就 得 到 :(R) 的 关系 图 . 

以 本 题 为 例 , 依 次 检查 结 点 a、bc.d， 从 a 出 发 可 达 5、c.d、e 4 个 结 点 ,所 以 图 G, 中 应 
该 加 上 上 ac.a>d 和 we 的 边 . 从 5 出 发 可 达 c de 3 个 结 点 ,所 以 ,图 G, 中 应 该 加 上 4 一 
d 的 边 . 从 c 出 发 可 达 c 和 4 ,在 G, 中 应 该 加 上 边 c>c, 即 通过 c 的 环 . 类 似 地 分 析 可 以 知 
道 ,在 G, 中 还 应 该 加 上 过 4d 的 环 . 8 


6 
4.15 车 S 不 是 单元 集 , 则 PCS) 一 {@} 不 构成 S 的 sc 4 愉 户 
划分 . 6 5e 2 3 7 
2 3 
下 


4.16 在 图 4-8(a) 中 极 小 元 .最 小 元 是 1, 极 大 元 、 最 大 元 
是 24. 在 图 4-8(b) 中 极 小 元 、 最 小 元 是 1, 极 大 元 是 5、6、7、8、 (a) (b) 
9, 没 有 最 大 元 . 图 4-8 

4.17 (1) 不 能 ; (2) 能 ; (3) 不 能 . 

分 析 ”函数 和 关系 的 区 别 在 于 它们 的 对 应 法 则 . 在 关系 R 的 表达 式 中 ,如 果 二 zx,y 二 € 
R, 就 说 xz 对 应 到 y. 对 于 二 元 关系 尺 ,这 种 对 应 可 以 是 一 对 一 的 、 多 对 一 的 和 一 对 多 的 . 这 
里 的 一 对 多 指 的 是 一 个 z+ 对 应 到 多 个 y. 但 是 对 于 函数 , 则 不 允许 这 种 一 对 多 的 对 应 . 至 于 
单 射 函 数 ,不 但 不 允许 一 对 多 ,也 不 允许 多 对 一 ,只 能 存在 一 对 一 的 对 应 . 为 了 判别 一 个 关 
系 是 否 为 消 数 ,就 要 检查 关系 的 对 应 中 是 否 存 在 一 对 多 的 情况 . 如 本 题 中 的 (1) 式 ， 
二 1,2 这 和 过 1,1 放 同时 在 关系 中 出 现 ,因此 不 是 函数 . 又 如 (3) 式 ,二 1,1 宝 和 二 1, 一 1 之 也 
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同时 在 关系 中 出 现 ,破坏 了 函数 定义 . 
4.18 当 R=Ts 时 满足 要 求 . 
4.19 f°f,g°f,f°grhg,f*g*hEN", 有 有 
f°f(n=nt+2, g°f(n)=2nt+2, 
f°g(n)=2nl1, hg(n)=0, 
0， 为 偶数 ，; 
2， 7 为 奇数 . 
i 
分 析 注意 合成 的 正确 表示 方法 . 表示 f 和 g 合成 的 方法 有 两 种 : 
1” 说 明 Ps 是 从 哪个 集合 到 哪个 集合 的 函数 ,然后 给 出 f。g(zx) 的 计算 公式 . 
2” 给 出 .fg 的 集合 表达 式 . 
本 题 中 的 结果 都 采用 了 第 一 种 表示 方法 , 先 说 明 结果 函数 是 从 N 到 的 函数 ,然后 分 
别 给 出 函数 值 的 计算 公式 . 也 可 以 采用 第 二 种 方法 ,如 
f°f={<n,nt+2> |n€EN}, 
gsj 一 (< 1>, 一 3 二 zyEN 且 zz 为 偶数 ,y 为 奇数 ). 
但 是 ,如 果 写 成 了 一? 十 2 就 错 了 ,因为 f*f 是 函数 ,是 有 序 对 的 集合 ,与 函数 值 f*f(n) 是 
根本 不 同 的 两 回 事 ,不 能 混为一谈 . 
4.20 f/f-!1;: RXR>RXR, 


so 一 


f(y>) <>. 


分 析 首先 由 了 的 双 射 性 确定 7' 一 定 存在 . 然后 通过 f 的 定义 求 出 反 函 数 的 对 应 法 
则 . 设 将 二 xz,y 对 应 到 过 u,v 二 . 根据 了 的 定义 有 
<uv>=<i+y ry Or+y=uNz—y=0 


>2zr=u+vAN2y=u—v zx 1,y 3 


因而 反 函 数 的 对 应 法 则 是 一 wu 对 应 到 一 “2 ,42>， 
4.21 (1) 如 下 列 出 g* 了 的 对 应 关系 


工 01234567 8 
F(z 1 2 35 和 -0 6" 台 
FGI BL 
从 而 得 到 
g°f: N>N, 
3， xz 一 0,2 或 大 于 等 于 5 的 奇数 ; 
Ys Z 一 1; 
a 25 -这 二 35 
ZX 宇 6 且 工 为 偶数 ; 
0， z=4., 
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g"f 是 满 射 的 ,但 不 是 单 射 的 . 
(2) fC(0,1,2))={1;3}. 
4.22 (1) P(A)={@ ,{a},{b},{a,b}}, 
Be=th ls 
其 中 
=< f= bl 
0 
(2) 令 f; P(A) 一 B4, 且 
KOY=hs tol = pr NO = Fdy= 下 。 
分 析 对 于 任意 集合 A, 都 可 以 构造 从 P(A) 到 {0,1)* 的 双 射 函数 . 任 取 A 的 子 集 
BE P(A),B 的 特征 函数 xs: A 一 {0,1}) 定 义 为 


1， B; 
Xes(Z) = | 不 从 


0, zxZEA—B. 
不 同 的 子 集 的 特征 函数 也 不 同 , 因 此 , 令 
9p: P(A) — {0,1}4, 
9¢(B) 一 Xe， 

vp 是 P(A) 到 {0,1)4 的 双 射 . 在 本 题 的 实例 中 的 pg 是 g(B)=f1,9p({a))==f3,9((0))==f， 
9p({a,b}))=f. 

4.23 (1) f: A—>B,f(x)=2. 

(2) f: A—>B,f(zx)= sinz. 

分 析 ”给 定 集合 A、B, 如 何 构造 从 A 到 B 的 双 射 ? 一 般 可 采用 下 面 的 方法 . 

1” 车 A.B 都 是 有 穷 集合 ,可 以 先 用 列 元 素 的 方法 表示 A、B, 然 后 顺序 将 A 中 的 元 素 
与 B 中 的 元 素 建 立 对 应 ,如 习题 4. 22 所 示 . yh 

2” 车 A.B 是 实数 区 间 , 可 以 采用 直线 方程 作为 从 A 
到 B 的 双 射 函数 . 

例如 ,A=[1,2],B==[2,6j] 是 实数 区 间 . 如 图 4-9 所 
示 , 先 将 A.B 区 间 分 别 标记 在 直角 坐标 系 的 x 轴 和 >y 轴 
上 . 过 (1,2) 和 (2,6) 两 点 的 直线 方程 将 A 中 的 每 个 数 映射 
到 B 中 的 每 个 数 , 因 此 ,该 直线 方程 所 代表 的 一 次 函数 就 是 
从 A 到 B 的 双 射 函数 . 由 解析 几何 的 知识 可 以 得 到 双 射 函 2 
数 f:; A 一 B, f(x)=4zx 一 2. 图 4-9 

这 种 通过 直线 方程 构造 双 射 函数 的 方法 对 任意 两 个 同 
类 型 的 实数 区 间 ( 同 为 闭 区 间 、 开 区 间或 半 开 半 闵 的 区 间 ) 都 是 适用 的 . 但 对 半 开 半 闭 的 区 
间 要 注意 开端 点 与 开端 点 对 应 , 闭 端点 与 闭 端 点 对 应 .此 外 ,还 要 说 明 一 点 ,对 于 某 些 特殊 


的 实数 区 间 可 能 选择 其 他 严格 单调 的 初等 函数 更 方便 . 例如 ,A=[ 一 1,1],B [ i 和 


取 f(x) 二 arcsinz 即 可 . 
3” A 是 一 个 无 穷 集合 ,B 是 自然 数 集 N. 


(2,6) 


D 


(1,2) 
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为 构造 从 A 到 B 的 双 射 只 须 将 A 中 的 元 素 排 成 一 个 有 序 序列 , 且 指定 这 个 序列 的 初 
始 元 素 , 这 就 叫做 把 A“ 良 序 化 ”> 比如 说 A 良 序 化 以 后 ,是 集合 {zo,zi,z，…} ,那么 令 
f: A>B,f(zi)==i,i 二 0,1,2,…,f 就 是 从 A 到 B 的 双 射 . 
本 题 (1) 中 的 也 集合 元 素 排列 的 顺序 为 2 ,2 ,2? ,… ,与 A 中 元 素 对 应 如 下 : 
A 0 1 全 00 n eo. 
B 2 2 22 … 2 
因此 ,从 A 到 B 的 双 射 函数 为 1: A 一 B,f(z) 二 27. 
最 后 要 指出 ,并 不 是 任何 两 个 集合 都 可 以 构造 双 射 的 . 例如 ,含有 元 素 不 一 样 多 的 有 穷 
集 之 间 不 存在 双 射 . 即使 都 是 无 穷 集 也 不 一 定 存在 双 射 ,如 实数 集 R 和 自然 数 集 N 之 间 就 
不 存在 双 射 . 这 就 涉及 集合 “大 小 ”的 描述 和 度量 方法 ,限于 篇 幅 对 此 就 不 进行 深入 讨论 了 ， 
有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 其 他 的 离散 数学 书籍 . 
4.24 广 (z) 一 户 (y) 全 zx 一 yR 为 N 上 的 便 等 关系 , 且 有 
N/R, = {{n} | n € N}. 
f(x) 二 fo(y) 仿 x 与 y 的 奇偶 性 相同 . 在 N 中 的 所 有 奇数 构成 一 个 等 价 类 ,所 有 的 偶 
数 构成 另 一 个 等 价 类 . 因此 
N/R: = {{2n | n € N},{2n+1 |n € NN}))}. 
fa(z) 二 f(y) 镶 7 三 y(mod 3), 即 工 除 以 3 的 余数 与 y 除 以 3 的 余数 相等 . 根据 余数 
分 别 为 0.1.2 可 将 N 中 的 数 分 成 3 个 等 价 类 ,因而 
N/R: = {{3n |n EN},{3n+1|nE€EN},{(3n+2|n € N}}. 
4.25 (1) f°g: N>R,f°g(z)= 二 x 一 +. f°g 不 是 单 射 也 不 是 满 射 . 
f°g(A)={2,12,30,56,90). 
f°g(B)={0}). 
(2) f°g: Z>R,f"g(x) 二 e*”. f°g 不 是 单 射 也 不 是 满 射 . 
f°g(A)={e" In€EN}). 
f°g(B)={e” |n€EN}. 
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内 容 提 要 


1. 图 


无 向 图 与 有 向 图 ”无 向 图 G 二 过 V,E 放 ,其 中 V 关 如 称 为 顶点 集 ,其 元 素 称 为 顶点,E 
是 V&V 的 多 重子 集 , 称 为 边 集 ,其 元 素 称 为 无 向 边 或 边 ， 有 向 图 D== 二 V,E 二 ,其 中 V 同 
无 向 图 ,E 是 VXV 的 多 重子 集 , 其 元 素 称 为 有 向 边 或 边 . 有 时 用 G 泛 指 图 (无 向 的 或 有 向 
的 ), 但 D 只 表示 有 向 图 . 用 V(G)(V(D))、E(G)(E(D)) 分 别 表示 G(D) 的 顶点 集 与 边 集 . 

零 图 与 平凡 图 只 有 顶点 没有 边 的 图 称 为 零 图 ,只 有 一 个 顶点 的 零 图 称 为 平凡 图 . 

关联 与 相 邻 《 设 图 G=<V,E>,xuuEV,e=(uu)EE( 对 于 有 向 图 ,e 王 一 wu 二 6E 
F) , 称 uw 为 e 的 端点 (对 于 有 向 边 , 又 称 zx 为 e 的 始点 ,v 为 e 的 终点 ), 称 e 与 a、v 是 彼此 
相关 联 的 . 无 边关 联 的 顶点 称 为 孤立 点 . 若 e 关 联 的 两 个 顶点 重合 , 则 称 e 为 环 . 若 w 天 v， 
则 称 e 与 w(u) 的 关联 次 数 为 1. 车 二 v( 即 e 为 环 ), 则 称 e 与 wx 关联 的 次 数 为 2. 若 顶点 、 
v 之 间 有 边关 联 , 则 称 与 v 相 邻 . 若 两 条 边 至 少 有 一 个 公共 端点 (对 于 有 向 图 ,一 条 边 的 终 
点 是 另 一 条 边 的 始点 ), 则 称 这 两 条 边 相 邻 . 

顶点 的 度数 ” 称 无 向 图 或 有 向 图 的 顶点 wv 作为 边 的 端点 的 次 数 之 和 为 v 的 度数 或 度 ， 
记 作 d(v). 称 有 向 图 的 项 点 v 作 为 边 的 始点 次 数 之 和 为 v 的 出 度 , 记 作 d+ (v),v 作为 边 的 
终点 的 次 数 之 和 为 v 的 入 度 , 记 作 d- (zw. 显然 .4(v)= 二 d+ (Cu 十 du 称 max{d(v)|1vE€E 
V(G)}) 为 G 的 最 大 度 , 记 作 A(G) 或 A, 称 min{d(v)|vEV(G)) 为 G 的 最 小 度 , 记 作 64G) 或 
6. 类 似 地 定义 有 向 图 的 最 大 度 A(D)、 最 大 出 度 A+ (D)、 最 大 入 度 A-(D)、 最 小 度 8(D) 最 
小 出 度 6+ (D) ,最 小 人 度 567 (D). 

简单 图 对 于 无 向 图 , 若 关联 一 对 顶点 的 边 多 于 1 条 , 则 称 这 些 边 为 平行 边 . 对 于 有 向 
图 , 若 关 联 一 对 顶点 的 方向 相同 的 边 多 于 1 条 , 则 称 这 些 边 为 平行 边 . 平行 边 的 条 数 称 作 重 
数 . 既 不 含 平行 边 ,也 不 含 环 的 图 称 为 简单 图 . 

完全 图 设 G 为 n 阶 (x 个 项 点) 无 向 简单 图 ,车 G 中 任何 两 个 顶点 均 相 邻 , 则 称 G 为 7 
阶 完全 图 , 记 作 K,. 设 DD 为 n 阶 有 向 简单 图 ,车 D 中 任何 两 个 顶点 之 间 均 有 两 条 方向 相反 
的 边 , 则 称 DD 为 n 阶 有 向 完全 图 . 

正则 图 设 G 为 ? 阶 无 向 简单 图 , 若 G 中 每 个 顶点 的 度数 均 为 k, 则 称 G 为 & 正则 图 . 

子 图 设 G=<V,E>,G'=<V ,FED>, 若 VSEV 且 已 ES, 则 称 G 为 G 的 子 图 , 记 作 
G'SEG. 车 G'SG 且 G' 隆 G, 则 称 G' 为 G 的 真子 图 . 车 G'SG 且 V =V, 则 称 G' 为 G 的 生成 
子 图 . 着 ViSV 且 了 关 如 , 称 以 Vi 为 项 点 集 、 以 两 个 端点 均 在 Vi 中 的 边 为 边 集 的 图 为 Vi 
的 导出 子 图 , 记 作 GLVij. 车 SE 且 Ei 关 名 , 称 以 Ei 为 边 集 、 以 Ei 中 边关 联 的 顶点 为 顶 
点 集 的 图 为 E 的 导出 子 图 , 记 作 GLE, ]. 


家 


补 图 设 G= 二 V,E 为 nn 阶 简单 图 , 令 E={(u,v)|u,v€V 且 (u,v) FE}), 称 G= 
<V, 下 > 为 G 的 补 图 . 

图 的 同 构 “ 设 G 王 二 W ,已 二 .Cs 一 所 Vs ,Es 记 为 两 个 无 向 图 ,车 存在 双 射 函数 f: Vi 一 
Vi ,使 得 对 于 任意 的 u,vEV, (u,v) EE 当 且 仅 当 (f(u),f(v))€E: 且 (u,v) 与 
(f(w),f(v)) 的 重 数 相同 , 则 称 Gi 与 Cs 同 构 , 记 作 G: 兰 C:. 两 个 有 向 图 的 同 构 类 似 . 

主要 定理 

定理 5.1( 握 手 定理 ) ”任何 图 (无 向 图 或 有 向 图 ) 中 所 有 顶点 的 度数 之 和 等 于 边 数 的 两 
倍 . 任何 有 向 图 中 所 有 顶点 的 人 度 之 和 等 于 所 有 顶点 的 出 度 之 和 等 于 边 数 . 

推论 ”任何 图 中 奇 度 顶点 的 个 数 为 偶数 . 


2. 通路 ,回路 、 图 的 连通 性 


通路 与 回路 ” 设 卫 =wetues…em: 为 图 G 中 的 顶点 与 边 的 交替 序列 , 若 vi_1 vi 为 e， 
的 端点 ( 若 G 为 有 向 图 ,要求 wu-: 是 e 的 始点 ,vi 是 ei 的 终点 ) ,i 二 1,2,… ,1, 则 称 丁 为 一 条 
通路 ,vo .vi 分 别称 为 通路 荆 的 始点 和 终点 , 边 的 数目 ! 称 为 荆 的 长 度 . 若 通 路 的 始点 与 终 
点 重合 , 则 称 为 回路 . 所 有 边 互 不 相同 的 通路 称 为 简单 通路 . 所 有 边 互 不 相同 的 回路 称 为 
简单 回路 所 有 顶点 互 不 相同 的 通路 称 为 初级 通路 . 所 有 顶点 互 不 相同 且 所 有 边 也 互 不 相 
同 的 回路 称 为 初级 回路 或 圈 . 有 边 重复 出 现 的 通路 称 为 复杂 通路 ,有 边 重复 出 现 的 回路 称 
为 复杂 回路 . 

顶点 之 间 的 连通 关系 ”在 无 向 图 G 中 , 若 顶点 “到 vw 有 通路 , 则 称 4 与 v 连通 . 规定 顶 
点 与 自身 连通 . 顶点 之 间 的 连通 关系 是 等 价 关系 . 在 有 向 图 D 中 , 若 w 到 wv 有 通路 , 则 称 
可 达 vw. 规定 任何 项 点 与 自身 可 达 . 

无 向 图 的 连通 性 ” 若 无 向 图 G 中 任何 两 顶点 都 连通 , 则 称 G 是 连通 图 . 对 于 无 向 图 G， 


支 ,G 的 连通 分 支 数 记 作 p(G). 

有 向 图 的 连通 性 若 略 去 有 向 图 D 中 各 边 的 方向 所 得 无 向 图 是 连通 图 , 则 称 D 是 弱 连 
通 图 (或 连通 图 ); 若 只 中 任何 两 顶点 至 少 一 个 可 达 另 一 个 , 则 称 D 是 单 向 连通 图 ; 若 DD 中 
任何 两 项 点 都 是 相互 可 达 的 , 则 称 DD 是 强 连通 图 . 强 连通 图 一 定 是 单 向 连通 图 , 单 向 连通 图 
一 定 是 弱 连 通 图 . 

点 割 集 与 割 点 ” 设 无 向 图 G= 二 过 V,E,V'CV, 若 p(G 一 V') 之 p(G), 且 对 任意 的 VC 
V, 均 有 pl(G 一 V) 二 p(G), 则 称 V 为 G 的 点 割 集 . 若 V 一 {z) 是 点 割 集 , 即 称 v 为 G 的 割 
点 . 这 里 ,G 一 V 表示 从 G 中 去 掉 VV 中 所 有 顶点 及 其 关联 的 边 . 

边 割 集 及 桥 ” 设 无 向 图 G 二 二 V,E 放 ,ESE, 若 p(G 一 E') 记 p(G), 且 对 任意 的 坟 CC 
E', 均 有 p(G 一 EE) 二 p(G), 则 称 E' 是 G 的 边 割 集 或 割 集 . 车 E' 二 {0} 是 边 割 集 , 则 称 e 为 
G 中 的 桥 或 制 边 . 这 里 ,G 一 E' 表 示 从 G 中 去 掉 E' 中 所 有 的 边 . 


3. 图 的 矩阵 表示 


无 向 图 的 关联 矩阵 ” 设 无 向 图 G 王 一 V,E>,V 一 (Wo 下 一 (人 ee，yen), 令 
15 为 ui 与 e; 的 关联 次 数 , 则 称 (z ),x 为 G 的 关联 窍 阵 , 记 作 M(G). 
让 六 六 六 


有 向 图 的 关联 和 矩阵” 设 无 环 的 有 向 图 万 王 去 V, 巨 >, 一 (mw mw) 下 一 


{e ,ea en ) 令 


Ys vi 为 e 从 
ms = : Ui = 不 关联 
一 1， vi 为 e; 的 终点 
则 称 (zz )sxw 为 了 的 关联 和 矩阵, 记 作 M(D). 
有 向 图 的 可 达 和 矩阵 设 有 向 图 了 = 二 V,E>>,V 一 (ao 令 
加 1， vi 可 达 w; 
和 有 否则 
则 称 ( 冯 ),x, 为 也 的 可 达 矩 阵 , 记 作 P(D). 由 于 wi 可 达 wi, 所 以 P(D) 中 pi 二 1,i==1， 
加 
有 向 图 的 邻接 矩阵 设 有 向 图 也 = 一 V.E>>,V 一 (uio ww) 今 a 四 为 v; 邻接 到 
vj 的 边 的 条 数 , 则 称 (e 名 ),x, 为 也 的 邻接 矩阵 , 记 作 A(CD) , 简 记 为 A. 记 A 的 2( 三 1) 次 震 
A‘= (a ),B,= (6 ) 一 A 十 A2 十 … 十 Ar. 
无 向 图 的 可 达 和 矩阵 和 邻接 矩阵 与 有 向 图 的 可 达 和 矩阵 和 邻接 矩阵 类 似 , 实 际 上 ,只 要 把 
每 一 条 无 向 边 看 作 一 对 方向 相反 的 有 向 边 ,就 可 以 把 无 向 图 作为 有 向 图 的 特殊 情况 .无 向 图 
的 可 达 和 矩阵 和 邻接 矩阵 都 是 对 称 的 . 


主要 定理 及 推论 
定理 5.2 设 A 为 图 G( 有 向 图 或 无 向 图 ) 的 邻接 和 矩阵 ,V={v ,vosv,), 则 A'(! 三 1) 
中 元 素 多 为 顶点 内 到 w; 长 度 为 ! 的 通路 数 ， 之 为 G 中 长 度 为 / op 回路 ) 数 ， 


其 中 Pay 为 G 中 长 度 为 ! 的 回路 数 . 
推论 。B,(r 三 1) 中 元 素 59 为 G 中 wv; 到 wj; 长度 小 于 等 于 7 的 通路 数 ， 之 6 为 中 长 
度 小 于 等 于 的 通路 ( 含 回 路 ) 数 ,其 中 0 为 G 中 长 度 小 于 等 于 > 的 回路 数 . 


4. 最 短路 径 问题 


带 权 图 ”在 图 G= 二 过 V ,E> 的 每 条 边 e==(vi,vj)(e 二 过 vi,vj 这 ) 上 附加 一 个 实数 w(e) 
(或 记 为 wy ) , 称 w(e) (wi ) 为 边 e 的 权 , 称 G 为 带 权 图 , 记 作 G 王 <V,E,W>>. 设 卫 是 G 中 
一 条 通路 , 称 荆 中 所 有 边 的 权 之 和 为 荆 的 权 , 记 作 W(T). 

最 短路 径 设 带 权 图 G,uwv 为 G 中 两 个 顶点 ,从 w 到 wv 所 有 通路 中 权 最 小 的 通路 称 为 
u 到 vw 的 最 短路 径 , 其 权 称 作 到 ww 的 距离 . 

最 短路 径 问 题 是 求 带 权 图 中 指定 两 点 之 间 的 最 短路 径 及 距离 。Dijkstra 标号 法 是 最 短 
路 径 问 题 的 常用 有 效 算法 , 它 适用 于 所 有 的 权 非 负 的 情况 . 


5. 项 目 网 络 图 与 关键 路 径 


项 目 网 络 图 是 一 个 带 权 的 有 向 图 ,用 来 描述 项 目 中 活动 的 完成 时 间 及 相互 关系 . 项 目 
网 络 图 中 从 始点 到 终点 的 最 长 路 径 称 作 关键 路 径 . 关键 路 径 上 的 活动 称 作 关键 活动 . 通过 
家 学 莹 涡 


计算 各 顶点 的 最 早 开始 时 间 和 最 晚 完成 时 间 找 到 关键 路 径 及 活动 的 相关 数据 . 
6. 着 色 问 题 


着 色 ”给 无 环 的 无 向 图 的 每 一 个 顶点 涂 一 种 颜色 ,使 得 相 邻 的 顶点 涂 不 同 的 颜色 , 称 作 
图 的 点 着 色 ,简称 着 色 . 图 的 着 色 问 题 是 如 何 用 尽 可 能 少 的 颜色 给 图 着 色 . 


7. 小 结 


本 章 概念 较 多 ,它们 是 图 论 中 的 基本 概念 . 在 学 习 和 领会 这 些 概念 时 ,以 下 几 点 要 特别 

(1) 牢记 握手 定理 及 其 推论 ,并 且 能 灵活 地 应 用 . 例如 ,在 求解 无 向 图 (比如 ,已 知 边 数 
m 和 一 些 顶 点 的 度数 , 求 另 外 一 些 顶 点 的 度数 ) ,求解 无 向 树 ( 见 第 7 章 ) 以 及 判断 某 些 非 负 
整数 序列 能 否 充 当 图 的 度数 列 等 问题 中 都 要 用 到 握手 定理 或 推论 . 在 图 论 的 许多 证 明 题 中 
也 要 用 到 握手 定理 . 

(2) 记 住 简单 图 的 概念 和 性 质 ,如 阶 无 向 简单 图 G 的 最 大 度 A(G) 三 nn 一 1,n 阶 有 向 
简单 图 DD 的 最 大 度 A(D) 二 2(n 一 1) ,最 大 出 度 A+ (D) 二 nn 一 1, 最 大 入 度 A-(D)n 一 1. 在 
讨论 给 定 的 非 负 整数 列 能 否 充 当 无 向 图 的 度数 列 时 ,都 要 用 到 以 上 性 质 . 另外 还 要 掌握 完 
全 图 、 正 则 图 、 补 图 等 概念 . 

(3) 清楚 图 同 构 的 概念 . 对 一 些 比较 简单 的 情况 ,会 根据 定义 和 必要 条 件 判 断 两 个 图 
是 否 同 构 . 会 画 出 4 阶 无 向 完全 图 K, 和 3 阶 有 向 完全 图 的 所 有 非 同 构 的 子 图 . 

(4) 清楚 通路 与 回路 的 概念 及 其 分 类 . 初级 通路 (回路 ) 都 是 简单 通路 (回路 ) ,但 反之 
不 真 .长 为 1 的 圈 是 环 , 长 为 2 的 圈 是 2 条 平行 边 , 只 能 在 非 简单 图 中 出 现 . 在 简单 图 中 初 
级 回路 ( 圈 ) 的 长 度 都 大 于 等 于 3. 

(5) 在 讨论 图 的 连通 性 时 ,要 特别 注意 有 向 连通 图 的 分 类 及 它们 之 间 的 关系 , 即 强 连通 
的 有 向 图 必 为 单 向 连通 的 , 单 向 连通 的 必 为 弱 连 通 的 ,但 反之 都 不 真 . 

(6) 在 图 的 矩阵 表示 中 ,可 以 用 邻接 矩阵 及 各 次 寡 , 求 图 中 的 通路 数 及 回路 数 . 要 注意 ,这 
里 不 同 的 通路 (回路 ) 是 按 定义 来 区 分 的 ,而 不 是 同 构 意 义 下 区 分 的 . 比如 长 度 为 1(1 三 1) 的 圈 
在 计算 长 度 为 ! 的 回路 时 被 计算 ! 次 ,也 就 是 说 ,不 同 始点 (也 是 终点 ) 的 圈 被 看 成 是 不 同 的 . 


习 题 


5.1 下 列 各 组 数 中 ,哪些 能 构成 无 向 图 的 度数 列 ? 哪些 能 构成 无 向 简单 图 的 度数 列 ? 

(1) 1,1,1,2,3; 

C2) 22 

Ce 

(4) 1,2,3,4,5; 

C5) Lda 

5.2 设 有 向 简单 图 DD 的 度数 列 为 2,2,3,3, 入 度 列 为 0,0,2,3, 试 求 DD 的 出 度 列 . 

5.3 设 刀 是 4 阶 有 向 简单 图 ,度数 列 为 3.3,3,3. 它 的 入 度 列 (或 出 度 列 ) 能 为 1,1,1,1 吗 ? 
。74。 


5.4 设 (d ,qd ,…,d。) 为 一 正 整数 列 ,di ,ds .…,d, 互 不 相同 , 问 此 序列 能 构成 n 阶 无 
向 简单 图 的 度数 列 吗 ? 为 什么 ? 

5.5 下 面 各 无 向 图 中 有 几 个 顶点 ? 

(1) 16 条 边 ,每 个 顶点 都 是 2 度 顶点 . 

(2) 21 条 边 ,3 个 4 度 顶 点 ,其 余 的 都 是 3 度 顶 点 . 

(3) 24 条 边 ,各 顶点 的 度数 是 相同 的 . 

5.6 35 条 边 , 每 个 顶点 的 度数 至 少 为 3 的 图 最 多 有 几 个 顶点 ? 

5.7 设 n 阶 无 向 简单 图 G 中 ,8(G) 二 n 一 1, 问 A(G) 应 为 多 少 ? 

5.8 一 个 nn 三 2) 阶 无 向 简单 图 G 中 ,n 为 奇数 ,已 知 G 中 有 r 个 奇 度 顶点 , 问 G 的 补 
图 G 中 有 几 个 奇 度 顶 点 ? 

5.9 设 DD 是 n 阶 有 向 简单 图 ,D' 是 D 的 子 图 ,已 知 D' 的 边 数 m 二 n(n 一 1), 问 DD 的 边 
数 mm 为 多 少 ? 

5.10 夯 出 K, 的 所 有 非 同 构 的 子 图 ,其 中 有 几 个 是 生成 子 图 ?生成 子 图 中 有 几 个 是 
连通 图 ? 

5.11 设 G 为 n 阶 简单 图 (有 向 的 或 无 向 的 ),G 为 G 的 补 图 . 若 G 兰 C, 则 称 G 为 自 补 
图 . K, 的 生成 子 图 中 有 几 个 非 同 构 的 自 补 图 ? 

5.12 面 出 3 阶 有 向 完全 图 所 有 非 同 构 的 子 图 , 问 其 中 有 几 个 是 生成 子 图 ? 生成 子 图 
中 有 几 个 是 自 补 图 ? 

5.13 设 O .GO .Gs 均 为 4 阶 无 向 简单 图 ,它们 均 有 两 条 边 . 它们 能 彼此 非 同 构 吗 ? 为 
什么 ? 

5.14 已 知 阶 无 向 图 G 中 有 条 边 , 各 顶点 的 度数 均 为 3. 已 知 2n 一 3 二 mm, 问 在 同 
构 意 义 下 ,G 是 唯一 的 吗 ? 若 G 为 简单 图 ,是 否 唯一 ? 

5.15 在 K。 的 边 上 涂 上 红色 或 蓝 色 . 证 明 对 于 任意 一 种 随意 的 涂 法 ,总 存在 红色 K。 
或 蓝 色 开 :. 

5.16 试 寻找 3 个 4 阶 有 向 简单 图 D;、D,、D; ,使 得 D, 为 强 连通 图 ,D; 为 单 向 连通 
图 ,但 不 是 强 连通 的 ,而 D; 为 弱 连 通 图 ,但 不 是 单 向 连通 的 ,更 不 是 强 连通 的 . 

5.17 设 V 和 EE' 分 别 为 无 向 连通 图 G 的 点 割 集 和 边 割 集 . G 一 E 的 连通 分 支 个 数 一 
定 为 几 ? G 一 V 的 连通 分 支 数 也 是 定数 吗 ? 

5.18 有 向 图 D 如 图 5-1 所 示 . 求 D 中 在 定义 意义 下 长 度 为 4 的 通路 总 数 , 并 指出 其 
中 有 多 少 条 是 回路 ”又 有 几 条 是 v 到 v 的 通路 ? 

5.19 求 图 5-2 中 从 2 到 其 余 各 顶点 的 最 短路 径 和 距离 . 


不 


5.20 某 工程 项 目 有 13 个 工序 ,工序 之 间 的 关系 和 完成 时 间 如 表 5-1 所 示 . 


表 5-1 
工序 生 | 一 捉 | 二 | 古 -| 询 F G H I J K 汉 M 
紧 前 工序 | 一 | 一 | 一 |A|AB|AB|A,B|CG |D,EF|DE|DE| HI |IL 
时 间 ( 天 ) 3 2 4 4 4 4 2 5 3 3 6 1 和 


(1) 画 出 项 目 网 络 图 . 

(2) 求 各 工序 的 最 早 开始 时 间 、 最 早 完成 时 间 、 最 晚 开始 时 间 、 最 晚 完成 时 间 及 缓冲 
时 间 . 

(3) 求 关键 路 径 .关键 工序 及 项 目的 工期 . 

5.21 计算 机 系 期 末 要 安排 7 门 公共 课 的 考试 ,课程 编号 为 1 到 7. 下列 每 一 对 课程 有 
学 生 同 时 选修 :1 和 2,1 和 3,1 和 4,1 和 7,2 和 3,2 和 4,2 和 5,2 和 7,3 和 4,3 和 6,3 和 
7,4 和 5,4 和 6,5 和 6,5 和 7,6 和 7. 这 ?7 门 课 的 考试 至 少 要 安排 在 几 个 不 同 的 时 间 段 ? 给 

一 个 安排 方案 . 

5.22 假设 两 家 电视 台 相 距 不 超过 150 千 米 就 不 能 使 用 相同 的 频率 , 表 5-2 列 出 6 家 

电视 台 之 间 的 距离 ,它们 至 少 需 要 使 用 多 少 不 同 的 频率 ”如何 分 配 ? 


表 5-2 
2 3 4 5 6 
1 85 175 200 50 100 
2 125 175 100 160 
3 100 200 250 
4 210 220 
5 100 


题 5. 23 一 题 5. 25 的 要 求 是 从 供 选 择 的 答案 中 选 出 应 填 入 叙述 中 的 方 框 口内 的 正确 


答案 . 
5.23 设 n 阶 图 G 中 有 m 条 边 ,每 个 顶点 的 度 不 是 人 就 是 & 十 1, 若 G 中 有 Ne 个 & 度 


顶点 和 Na+ 个 (十 1) 度 顶点 , 则 Ni 为 [|. 


A: On/2; © nk; @ n(k+1); @ n(kt+1)—2m; © n(kt+1)—m. 


5.24 在 图 5-3 的 5 个 图 中 [A 是 自 补 图 . 关于 自 补 图 的 定义 见 5. 11 题 . 
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图 5-3 
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供 选 择 的 答案 
A: © (a),(b); ©® (c) ,(d); ©®@ (a),(c); @ (b),(e). 


5.25 在 图 5-4 所 示 的 6 个 图 中 , 强 连 通 图 为 |A|, 单 向 连通 图 为 |B|. 
a _ b a _ b a a b a b 人 b A b 
d cd cd 0 全 d 已 d e d 
(a) (b) (c) (d) (e) (f) 


图 5-4 


供 选择 的 答案 
A.B: OD (a),(b),(c); @ (d),(e),(f); @ (ajs(b)s (Cd) (es Cs 
@ (a DD), 


习题 解答 


5.1 (1)、(2)、(3)、(5) 都 能 构成 无 向 图 的 度数 列 , 其 中 除 (5) 外 又 都 能 构成 无 向 简单 图 
的 度数 列 . 


分 析 “1” 非 负 整数 列 di,d;，,…,d, 能 构成 无 向 图 的 度数 列 当 且 仅 当 》)di 为 偶数 , 妈 


di,ds，…,d，, 中 的 奇数 为 偶数 个 .(1)、(2)、(3)、(5) 中 分 别 有 4 个 .0 个 .4 个 .4 个 奇数 ,所 
以 ,它们 都 能 构成 无 向 图 的 度数 列 . 当然 ,所 对 应 的 无 向 图 很 可 能 是 非 简 单 图 . 而 (4) 中 有 
3 个 奇数 ,因而 它 不 能 构成 无 向 图 度数 列 ;否则 就 违背 了 握手 定理 的 推论 . 

2” (5) 虽然 能 构成 无 向 图 的 度数 列 ,但 不 能 构成 无 向 简单 图 的 度数 列 . 假若 存在 无 向 
简单 图 G, 以 1,3,3,3 为 度数 列 . 不 妨 设 G 中 顶点 为 vi,vss,vs,w, 且 d(vi)= 二 1,d(v,)= 
d(vs) 二 d(v) 三 3. 于 是 ,vi 只 能 与 vo .vs vs 中 的 一 个 相 邻 . 设 mm 与 ww 相 邻 . 这样 一 来 , 除 
u 能 达到 3 度 外 ,ws 、v 都 达 不 到 3 度 ,矛盾 . 

在 图 5-5 所 示 的 4 个 图 中 ,图 5-5(a) 以 (1) 为 度数 列 ,图 5-5(b) 以 (2) 为 度数 列 ,图 5-5(c) 以 
(3) 为 度数 列 ,图 5-5(Cd) 以 (5) 为 度数 列 ( 非 简单 图 ). 


(a) (b) [(9) (d) 


图 5-5 


5.2 由 于 d(v)==d+ (vw) 十 d(v), 所 以 d+ (v)==d(v) 一 4d- (v). 已 知 DD 的 度数 列 为 2， 
2,3,3, 人 度 列 为 0,0,2,3, 故 DD 的 出 度 列 为 2,2,1,0. 请 读者 画 出 一 个 有 向 图 ,以 2,2,3,3 
为 度数 列 ,0,0,2,3 为 人 度 列 ,2,2,1,0 为 出 度 列 . 

5.3 DD 的 和 人 度 列 不 可 能 为 1,1.1,1; 和 否则 , 必 有 出 度 列 为 2,.2,2,2. 于 是 ,入 度 之 和 为 


7 酒 


4, 出 度 之 和 为 8 ,两 者 不 相等 ,这 违背 握手 定理 . 类 似 地 ,1,1,1,1 也 不 能 为 DD 的 出 度 列 . 
5.4 不 能 . n 阶 无 向 简单 图 的 最 大 度 A 三 n 一 1. 而 个 彼此 不 同 的 正 整 数 中 至 少 有 一 
个 大 于 等 于 ,因而 这 个 数 不 能 构成 无 向 简单 图 的 度数 列 . 
5.5 (1) 边 数 关 王 16, 设 顶点 数 为 zx 根据 握手 定理 可 知 


2m= 32= Dd(v) = 2n 
i=1 


所 以 ,n= 二 16. 
(2) 边 数 mm 二 21, 设 3 度 顶 点 个 数 为 x+, 由 握手 定理 有 
2 一 42 一 3X4 十 37z 
由 此 方程 解 出 zx 一 10, 于 是 顶点 数 "一 3 十 10 一 13. 
(3) 设 有 7 个 顶点 ,已 知 边 数 区 二 24, 每 个 顶点 的 度数 均 为 ,由 握手 定理 有 
2X24= 48== 堪 . 
方程 的 正 整 数 解 有 下 面 10 种 情况 . 
©@ n=1,k= 48. 
© n=2,k=24. 
@ n=3,k=16. 
@ n=4,k=12. 
© n=6,k=8. 
© n=8,k=6. 
ans 
® n=16,k=3. 
©@ n=24,k=2. 
WO n=48,k=1. 
其 中 四 是 由 一 个 顶点 和 24 个 环 构成 的 图 . 四 是 由 24 个 K; 构成 的 图 . 其 余 都 有 多 个 非 同 
构 的 图 ,其 中 很 多 是 非 简单 图 ,也 有 简单 图 . 
分 析 由 于 阶 无 向 简单 图 G 中 ,A(G) 志 n 一 1, 所 以 ~~@ 所 对 应 的 图 不 可 能 有 简单 
图 .@ 一 @@ 既 有 简单 图 .也 有 非 简单 图 ,读者 可 以 画 出 若干 个 非 同 构 的 图 . 
5.6 设 G 为 n 阶 图 ,由 握手 定理 可 知 
70 = 2 X35 之 3n, 
得 
"<|3|= 23， 
这 里 ,lz 擅 不 大 于 x 的 最 大 整数 . 例如 [2 片 2,|2.5 片 2. 
5.7 A(G)>6(O) 一 2 一 1. 由 于 G 为 简单 图 ,又 有 A(G)<n 一 1, 因 而 A(G)==n 一 1. 于 
是 ,A(G)=6(G) 一 2 一 1, 即 G 的 所 有 顶点 的 度数 为 n 一 1, 这 是 阶 完全 图 KK，. 
5.8 由 补 图 的 定义 ,对 每 一 个 顶点 v， 
dc(Cu) 十 do) 一 允 一 1 
其 中 de(v) 表 示 wv 在 G 中 的 度数 ,ds(u) 表 示 vw 在 G 中 的 度数 . 由 于 是 奇数 ,n 一 1 为 偶数 ， 
。 78 。 


所 以 de(v) 与 ds (v) 同 为 奇数 或 同 为 偶数 ,因而 车 G 有 > 个 奇 度 顶 点 , 则 G 也 有 > 个 奇 度 


5.9 显然 ,m' 三 m. 而 n 阶 有 向 简单 图 的 边 数 汉 二 n(n 一 1) ,所 以 
n(n—1)=m <m<nn— 1). 
得 区 二 n(n 一 1) ,这 说 明 DD 为 n 阶 完全 有 向 图 , 且 D'=D. 
5.10 图 5-6 给 出 了 KK, 的 全 部 18 个 非 同 构 的 子 图 ,其 中 有 11 个 生成 子 图 (@ 一 四 )， 
生成 子 图 中 有 6 个 是 连通 的 (@ ,四 ,四 ,四 ,四 .OO). 图 5-6 中 wm 分别 为 顶点 数 和 边 数 . 
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5.11 K, 的 生成 子 图 中 只 有 一 个 (图 5-6@) 是 自 补 图 . 

分 析 设 K, 的 子 图 G 有 m 条 边 , 则 G 的 补 图 有 6 一 m 条 边 . 如 果 G 是 自 补 图 , 则 必 有 
m 二 6 一 m, 得 m 二 3. 于 是 ,只 需要 考虑 图 5-6 中 的 @、 久 和 @. @ 与 @ 互 为 补 图 且 非 同 构 , 所 
以 它们 不 是 自 补 图 . 而 @ 与 自己 的 补 图 同 构 , 所 以 @ 是 自 补 图 . 

5.12 3 阶 有 向 完全 图 共有 20 个 非 同 构 的 子 图 , 见 图 5-7 所 示 ,其 中 加 一 四 为 生成 子 
图 ,生成 子 图 中 四 . 思 .四 .四 为 自 补 图 . 

分 析 设 DD 为 3 个 顶点 mm 条 边 的 简单 有 向 图 , 它 的 补 图 有 6 一 m 条 边 . 若 刀 是 自 补 
图 , 则 m=6 一 m, 得 m= 二 3. 于 是 ,只 需 考虑 图 5-7 中 的 @、@@、@@ 和 四 4 个 图 ,它们 都 与 自己 
的 补 图 同 构 , 所 以 都 是 自 补 图 . 

5.13， 不 能 ; 

分 析 只 有 两 个 非 同 构 的 4 阶 2 条 边 的 简单 无 向 图 ,如 图 5-6 中 四 与 四 所 示 . 由 铝 集 
原理 可 知 ,Ci .Cs .Gs 中 至 少 有 两 个 是 同 构 的 . 


忽 集 原理 只 镜子 飞 进 ”个 钵 梨 , 则 必 有 一 个 铀 梨 飞 入 至 草 亿 只 名 子 .这 里 表示 


不 小 于 zx 的 最 小 整数 . 例如 ,[2 | 二 2.,12.5 广 3. 


m 
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图 5-7 


5.14 G 是 不 唯一 的 ,即使 G 是 简单 图 也 不 唯一 . 

分 析 由 握手 定理 ,有 2m 二 3n. 又 由 已 知 2n 一 3 二 m, 解 得 n= 二 6,m 二 9. 

6 个 顶点 ,9 条 边 ,每 个 顶点 的 度数 都 是 3 的 非 同 构 的 简单 图 有 2 个 ,如 图 5-8 所 示 . 注 
意 在 图 5-8(a) 中 不 存在 3 个 彼此 相 邻 的 顶点 ,而 在 图 5-8(b) 中 存在 3 个 彼此 相 邻 的 顶点 ， 
因而 它们 不 同 构 . 此 外 还 有 多 个 非 同 构 的 非 简单 图 ,请 读者 自己 画 出 几 个 . 

5.15 设 开 s 的 顶点 为 ,um ,…,us ,讨论 vi 所 关联 的 边 . 由 饮 巢 原理 ( 见 5. 13 题 ) ,与 
vi 关联 的 5 条 边 中 至 少 有 3 条 边 颜色 相同 . 不 妨 设 有 3 条 红色 边 ,它们 分 别 关联 vs 、v ve， 
如 图 5-9(a) 所 示 . 若 ww sws 构成 的 KK， 中 还 有 红色 边 , 则 这 条 边 与 前 面 3 条 边 中 的 2 条 
构成 一 个 红色 Ks， 比如 边 (v ,vi) 为 红色 , 则 wm wu 构成 红色 Ks ,如 图 5-9(b) 所 示 . 若 
vz v4、ve 构成 的 Ks 各 边 都 是 蓝 色 (用 虚线 表示 ), 则 这 是 一 个 蓝 色 的 天 : ,如 图 5-9(c) 所 示 . 


I vl 加 
ve ve 一 7 v6 
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。80 。 


5.16 在 图 5-10 所 示 的 3 个 图 中 ,图 5-10(a) 为 强 连通 图 . 图 5-10(b) 为 单 向 连通 图 
但 不 是 强 连通 的 . 图 5-10(c) 是 弱 连 通 的 ,但 不 是 单 向 连通 的 ,更 不 是 强 连通 的 . 
a b a b a b 分 析 在 图 5-10(a) 中 有 一 条 经 过 所 有 顶点 


~ 的 回路 badcb, 因 而 任何 两 个 顶点 都 是 相互 可 达 
的 ,所 以 它 是 强 连通 的 . 图 5-10(b) 中 有 一 条 经 过 
4 d 所 有 顶点 的 通路 abdc, 任 何 两 个 顶点 中 一 个 顶点 


(a) (b) (9) 可 达 另 外 一 个 顶点 ,所 以 它 是 单 向 连通 的 . 又 注意 

图 5-10 到 < 的 出 度 为 0,c 不 可 达 其 他 3 个 顶点 , 故 不 是 强 

连通 的 . 图 5-10(c) 中 ac 互相 均 不 可 达 , 因 而 它 

不 是 单 向 连通 的 ,更 不 是 强 连通 的 . 如 果 不 考虑 边 的 方向 ,作为 无 向 图 , 它 是 连通 的 ,所 以 
图 5-10(c) 是 弱 连 通 的 . 

事实 上 ,关于 有 向 图 的 连通 性 有 下 面 两 个 充分 必要 条 件 . 

(1) 有 向 图 DD 是 强 连 通 的 当 且 仅 当 D 中 存在 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 回路 . 

(2) 有 向 图 D 是 单 向 连通 的 当 且 仅 当 DD 中 存在 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 通路 . 

5.17 G 一 E' 的 连通 分 支 一 定 为 2, 而 G 一 V 的 连通 分 支 数 是 不 确定 的 . 

分 析 设 记 为 连通 图 G 的 边 割 集 , 则 G 一 已 的 连通 分 支 数 PC(G 一 已 ) 王 2. 假若 p(G 一 
E')==k 宇 3, 设 G 一 已 的 上 个 连通 分 支 为 G; 王 <<Vi, 忆 二 ,一 1,2,…,. 开 中 边 的 两 个 端点 
一 定 分 属于 两 个 不 同 的 连通 分 支 . 令 

E; = {(u,v) | (u,v) EEE 且 LEVoEV)，i 和 ji) 1 委 1J 委 人 
由 于 每 个 连通 分 支 都 有 与 E 中 的 边关 联 的 顶点 , 故 必 有 +t 使 得 Ei 隆 . 于 4 


是 , 志 =E' 一 E,CE' 且 p(G 一 FE )=k 一 1, 这 与 已 为 边 割 集 矛 盾 . 
但 p(G 一 V') 可 以 是 任意 大 于 等 于 2 的 整数 . 例如 ,在 图 5-11 中 , 是 割 

点 ,Pp(G’ 一 v )=5. 图 5-11 
5.18 解 此 题 ,只 要 求 出 DD 的 邻接 矩阵 的 4 次 短 即 可 . 
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D 中 长 度 为 4 的 通路 数 为 A* 中 元 素 之 和 ,等 于 15, 其 中 对 角 线 上 元 素 之 和 为 3, 故 DD 中 长 
度 为 4 的 回路 数 为 3. vs 到 v 的 长 度 为 4 的 通路 数 等 于 as% 二 

分 析 用 邻接 箱 阵 的 宕 求 通路 数 和 回路 数 应 该 注意 以 下 几 点 ， 

1” 这 里 所 谈 通 路 和 回路 的 条 数 是 定义 意义 下 的 ,不 是 同 构 意义 下 的 . 例如 ,不 同 始点 
(终点 ) 的 回路 看 成 是 不 同 的 . 例如 ,wmvv 和 vsvivs 被 认为 是 两 条 不 同 的 长 度 为 2 的 回路 . 
在 同 构 意 义 下 ,它们 是 一 条 回路 . 


x 


2” 这 里 的 通路 或 回路 不 但 有 初级 的 、 简 单 的 ,还 有 复杂 的 . 例如 ,vivsvivsv 是 一 条 长 
为 4 的 复杂 回路 . 

3” 回路 看 成 是 通路 的 特殊 情况 . 

5.19 用 Dijkstra 算法 ,计算 过 程 列 于 表 5-3 中 . 

表 5-3 

t a b 全 dad e 入 8 

1 (+o0,2) (0,A) (十 ceo) (十 ce A) (十 ce ,MA) (十 ce) (十 co,A) 

2 (7,0) (1,0)™ (+oo0,2) (十 ce ,MA) (十 ce) (十 ceo) 

3 (4,.0)” (二 +o0,2) (5,c) (4,c) (十 ceo) 

4 (12,a) (5,c) (4,0)° 4) 

5 (12,a) (5,c) Ki 

6 (12,a) (7,e)* 

多 (9,g) 


4 到 其 余 各 点 的 最 短路 径 及 距离 如 下 : 


bea, 
be, 

beeg. 
bee, 
bef, 


bceg 


4 


d， 


上 iD 于 


分 析 1” Dijkstra 算法 仅 适 用 所 有 边 的 权 非 负 的 情况 . 

永久 标号 中 第 一 个 分 量 给 出 到 该 点 的 距离 ,第 二 个 分 量 用 于 回溯 找 最 短路 径 . 例 
如 ,sg 的 永久 标号 为 (7,e) ,得 到 4d(b,g)==7 和 /到 g 的 最 短路 径 上 g 的 前 一 个 顶点 是 e. 再 
查 e 的 永久 标号 是 (5,c) ,得 知 e 的 前 一 个 顶点 是 c. 查 c 的 永久 标号 是 (1,0) ,得 知 c 的 前 一 
个 顶点 是 6. 于 是 ,得 到 2 到 g 的 最 短路 径 为 bceg. 


2。 


5.20 
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(1) 项 目 网 络 图 如 图 5-12 所 示 . 


(10, 11) 
图 5-12 


(2) 事件 (顶点 ) 的 最 早 开始 时 间 ES 和 最 晚 完 成 时 间 LF 标 在 图 中 顶点 的 旁边 (ES， 
LF). 工序 的 有 关 时 间 列 于 表 5-4 中 . 


表 5-4 
工序 A B 候 D E F G H I J K EV M 
ES 0 0 0 本 3 3 5 7 0: 省 ' 租 
EF k: 多 4 7 7 5 10 10 10 13 WW | 双 
EB 0 2 3 3 5 4 6 9 8 7 了 ,| . 软 
LF 3 3 6 7 7 9 6 Lal 12 11 13 iW | 8 
SE 0 | 2 0 0 2 1 0 i 1 


(3) 由 表 5-4, 得 到 . 
关键 路 径 有 2 条 : 1-2-5-9, 1-2-3-5-9. 
关键 工序 : A,D,E,K. 
工期 ; 13 天 
分 析 1” 项 目 网 络 图 用 边 表示 活动 (工序 ) ,顶点 表示 事项 ,有 一 个 始点 (入 度 为 0) 和 
一 个 终点 (出 度 为 0) ,任何 两 个 顶点 之 间 至 多 有 一 条 边 . 当 需 要 的 时 候 , 可 以 引进 虚 活 动 ( 虚 
工序 ) ,其 完成 时 间 为 0, 如 图 5-12 中 的 二 2,3 之 和 一 5,6 二 . 项 目 网 络 图 中 没有 回路 ,要求 顶 
点 的 编号 满足 所 有 边 的 始点 编号 小 于 终点 编号 . 
2” 首先 计算 所 有 顶点 的 最 早 开 始 时 间 和 最 晚 完 成 时 间 ,根据 这 些 数据 得 到 活动 ( 工 
序 ) 的 相关 时 间 和 关键 路 径 . 
顶点 i 的 最 早 开 始 时 间 ES (i) 等 于 所 有 关联 到 i 的 顶点 j 的 最 早 开 始 时 间 ES (7 ) 与 活 
动 一 六 ;的 时 间 wj; 之 和 中 的 最 大 值 . 
顶点 i 的 最 晚 完 成 时 间 LF (2) 等 于 所 有 i 关联 到 的 顶点 j 的 最 晚 完 成 时 间 LF(j) 与 活 
动 过 i,j 记 的 时 间 wwy 之 差 中 的 最 小 值 . 
从 始点 开始 按 编号 从 小 到 大 逐个 计算 ESGi) ,始点 的 最 早 开始 时 间 为 0; 反 过 来 ,从 终 
点 开始 按 编号 从 大 到 小 逐个 计算 LF(Gi) ,终点 的 最 晚 完成 时 间 等 于 它 的 最 早 开始 时 间 . 即 
ES(1) = 0， 
ES(i) = max{ES(j)+w; |<j,i>EE}, i=2,3,.%,n, 
LF(n) = ES(n), 
LF(i) = min{LF(j))—w; |<i,j >EE}, i=n—1,n—2,°,1 
3” 活动 的 最 早 开始 时 间 等 于 它 的 始点 的 最 早 开始 时 间 , 即 ES(i, 站 二 ES(2): 
活动 的 最 早 完成 时 间 等 于 它 的 始点 的 最 早 开始 时 间 十 活动 时 间 , 即 EF(i,j) 二 ES( 让 十 


Wy 

活动 的 最 晚 完 成 时 间 等 于 它 的 终点 的 最 晚 完 成 时 间 , 即 LF(i,j) 二 LF()); 

活动 的 最 晚 开 始 时 间 等 于 它 的 终点 的 最 晚 完 成 时 间 一 活动 时 间 , 即 LF (i,j)== 
LF()—w;; 


活动 的 缓冲 时 间 等 于 它 的 最 晚 开 始 ( 完 成 ) 时 间 与 最 早 开始 (完成 ) 时 间 的 差 , 即 SL(i， 
。 83 。 


7D)=LS(i,)—ES(i,j))=LF(i,)—EF(i,j); 

工期 等 于 终点 的 最 早 开 始 时 间 . 

4” 关键 路 径 可 能 不 止 一 条 . 

5.21 如 下 构造 无 向 图 G 王 <V,E>> ,其 中 V 一 {1,2,… ,7}, 每 个 顶点 代表 一 门 课 ， 

FF 二 {(i,j)| 有 学 生 同 时 选修 i 和 j ,ij,1<i,j 二 7). 
图 G 如 图 5-13 所 示 . 图 5-13 中 给 出 G 的 一 种 4- 着 色 . 由 于 G 中 有 子 图 K,, 故 G 的 着 色 
至 少 要 用 4 种 颜色 . 因此 ,这 7 门 课 的 考试 至 少 要 安排 在 4 个 不 同 的 时 间 段 ,根据 这 个 着 色 
有 下 述 安 排 方案 : 

时 间 段 1 考 课程 1， ( 红 ) 

时 间 段 2 考 课程 2 和 6， ( 黄 ) 

时 间 段 3 考 课程 3 和 5， ( 蓝 ) 

时 间 段 4 考 课程 4 和 7. ( 绿 ) 

分 析 安排 考试 这 类 避免 冲突 的 问题 往往 可 以 转化 为 图 的 着 色 问 题 . 对 于 这 个 问题 ， 
顶点 i 和 j 关联 当 且 仅 当 有 学 生 同 时 选修 i 和 j ,于 是 图 的 一 种 着 色 方案 对 应 一 种 可 行 的 安 
排 方案 : 涂 同 一 种 颜色 的 课程 安排 在 同一 时 间 段 . 所 需 的 最 少时 间 段 等 于 着 色 所 需 的 最 少 
颜色 数 . 

5.22 这 个 问题 也 可 以 用 着 色 问 题解 决 . 作 无 向 图 G 王 一 V,E>> ,其 中 V 一 人 1,2,…， 
6) ,每 个 顶点 代表 一 家 电视 台 ， 

EE=={(i,7)1i 和 j 的 距离 小 于 等 于 150,i 关 j ,1<i,j 二 6}. 

图 G 如 图 5-14 所 示 , 图 中 给 出 G 的 一 种 3- 着 色 . 显然 给 G 着 色 至 少 要 用 3 中 颜色 , 因 
此 至 少 需 要 3 个 不 同 的 频率 . 这 个 着 色 方案 提供 了 下 述 频 率 分 配方 案 : 

频率 1: 电视 台 1 和 3， 

频率 2: 电视 台 2 和 6， 

频率 3: 电视 台 4 和 5. 


5.23 答案 A: @. 
分 析 G 中 有 Ne 个 & 度 顶点 ,有 (2 一 No) 个 (十 1) 度 顶点 ,由 握手 定理 可 知 
RN 十 (R 十 1)(2 一 Ni) = 2m, 


Ni = n(k+1)— 2m. 


5.24 答案 A: @. 
分 析 图 5-15(a) 一 图 5-15(e) 是 题 中 图 5-3 ,它们 的 补 图 分 别 是 图 5-15(1) 一 图 5-15(5). 
不 难 验 证 图 5-15(a) 与 图 5-15(1) ,图 5-15(c) 与 图 5-15(3) 同 构 , 其 他 的 3 对 都 不 同 构 . 


A WY 
艳史 区 守 容 


图 5-15 


5.25 答案 A: @; B: @. 

分 析 图 5-4(a) 中 存在 经 过 每 个 顶点 的 回路 ,如 adcba. 图 5-4(b) 中 存在 经 过 每 个 顶 
点 的 通路 ,但 无 回路 . 图 5-4(c) 中 无 经 过 每 个 顶点 的 通路 ,bd 两 个 顶点 互 不 可 达 . 图 5-4 
(d) 中 有 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 通路 ,如 aedcbd, 但 无 回路 . 图 5-4(e) 中 存在 经 过 每 个 顶 
点 至 少 一 次 的 回路 ,如 aedbecdba. 图 5-4(f) 中 也 存在 经 过 每 个 顶点 的 回路 ,如 baebdcb， 由 
5. 16 题 的 分 析 可 知 ,图 5-4(a)、 图 5-4(e)、 图 5-4({) 是 强 连通 的 ,当然 也 是 单 向 连通 的 ， 
图 5-4(b) 、 图 5-4(d) 是 非 强 连 通 的 单 向 连通 图 . 图 5-4(c) 不 是 单 向 连通 的 ,当然 也 不 是 强 连 


通 的 , 它 只 是 弱 连通 图 . 
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内 容 提 要 


1. 二 部 图 


若 能 将 无 向 图 G 王 二 V, 下 > 的 顶点 集 V 划分 成 两 个 不 相交 的 非 空 子 集 V 和 Vs。 ,使 得 
G 中 任何 一 条 边 的 两 个 端点 都 是 一 个 属于 Vi, 另 一 个 属于 Vs, 则 称 G 为 二 部 图 , 称 V 和 Vs 
为 互补 顶点 子 集 , 记 为 G 一 <Vi,V: ,E>>. 若 简 单 二 部 图 G= 二 过 Vi,V;,E 二 中 Vi 的 每 个 顶 
点 与 Vs 的 每 个 顶点 都 相 邻 , 则 称 G 为 完全 二 部 图 , 记 作 K,,,, 其 中 |Vi|=7,|V;|=;. 

匹配 与 匹配 数 ” 设 G= 二 V ,E> 为 无 向 图 ,ECE, 若 EF’ 中 任何 两 条 边 均 不 相 邻 , 则 称 
E' 为 G 中 的 匹配 . 车 EF 中 再 加 入 任何 一 条 边 都 不 再 是 G 中 的 匹配 , 则 称 E' 为 G 中 极 大 匹 
配 . 边 数 最 多 的 匹配 称 为 最 大 匹配 . 最 大 匹配 中 边 的 条 数 称 为 G 的 匹配 数 , 记 作 B.(G), 简 
记 为 h. 设 M 为 G= 王 二 V,E>> 中 的 匹配 ,oEV, 若 与 M 中 的 边关 联 , 则 称 v 为 M 饱和 点 ， 
否则 称 v 为 M 非 饱 和 点 . 若 G 中 所 有 的 顶点 都 是 M 饱和 点 , 则 称 M 为 G 中 的 完美 匹配 . 

设 M 为 二 部 图 G== 过 Vi ,Vs,E 二 中 的 匹配 ,车 |M| 二 min{ |Vi| ,Vs|}, 则 称 M 为 G 中 
的 完备 匹配 . 

主要 定理 

定理 6.1 无 向 图 G 为 二 部 图 当 且 仅 当 G 中 无 奇数 长 度 的 回路 . 

定理 6.2(Hall 定理 ) 设 二 部 图 G=<V,V: ,E> 中 ,|v 委 lv , 则 G 中 存在 从 Vi 
到 V, 的 完备 匹配 当 且 仅 当 w 中 任意 & 个 顶点 至 少 与 Vs 中 & 个 顶点 相 邻 . 

Hall 定理 中 的 条 件 称 为 “ 相 异 性 条 件 ” 

定理 6.3 在 二 部 图 G= 过 Vi ,V: ,E> 中 , 若 存在 正 整 数 : 使 得 ， 

(1) Vi 中 每 个 顶点 至 少 关 联 上 条 边 ; 

(2) Vs 中 每 个 顶点 至 多 关联 上 条 边 ， 
则 G 中 存在 Vi 到 Vs 的 完备 匹配 . 

定理 6. 3 中 的 条 件 称 作 “t 条 件 ”. 


2. 欧 拉 图 


欧 拉 回 路 与 欧 拉 通路 ”经 过 图 中 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 并 且 行 遍 图 中 所 有 顶点 的 回路 
(通路 ) , 称 为 欧 拉 回 路 (通路 ). 有 欧 拉 回 路 的 图 称 为 欧 拉 图 . 
主要 定理 
定理 6.4 无 向 图 G 有 欧 拉 回 路 当 且 仅 当 G 连通 且 无 奇 度 顶 点 . 
定理 6.5 无 向 图 G 有 欧 拉 通路 、 但 无 欧 拉 回路 当 且 仅 当 G 连通 且 恰 好 有 两 个 奇 度 顶 
点 . 这 两 个 奇 度 顶 点 是 每 条 欧 拉 通路 的 两 个 端点 . 
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定理 6.6 有 向 图 D 有 欧 拉 回路 当 且 仅 当 连通 且 每 个 顶点 的 入 度 等 于 出 度 . 

定理 6.7 有 向 图 D 有 欧 拉 通 路 \ 但 无 欧 拉 回路 当 且 仅 当 D 连通 , 且 除 两 个 顶点 外 ,其 
余 顶 点 的 入 度 等 于 出 度 , 这 两 个 例外 的 项 点 中 ,一 个 的 入 度 比 出 度 大 1, 男 一 个 的 入 度 比 出 
度 小 1. 


3. 哈密 顿 图 


哈密 顿 回路 与 哈密 顿 通路 ”经 过 图 中 每 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 的 回路 (通路 ) 称 为 哈密 顿 
回路 (通路 ). 有 哈密 顿 回 路 的 图 称 为 哈密 顿 图 . 
主要 定理 
定理 6.8 设 无 向 图 G 王 <V,E>,wCyV 且 Vi 关 B. 若 G 中 有 哈密 顿 回 路 , 则 
1G 一 Vi) 委 | |. 


若 G 中 有 哈密 顿 通路 , 则 
p(G—Vi) <| Vl+1, 
其 中 p(G 一 Vi) 为 G 一 Vi 的 连通 分 支 数 . 
定理 6.9 设 G 为 n(n 三 3) 阶 无 向 简单 图 ,车 G 中 任何 一 对 不 相 邻 的 顶点 度数 之 和 都 
大 于 等 于 7 一 1, 则 G 中 有 哈密 顿 通路 ; 若 G 中 任何 一 对 不 相 邻 的 顶点 度数 之 和 都 大 于 等 于 
2, 则 G 中 有 哈密 顿 回 路 . 


4. 平面 图 


平面 图 与 平面 嵌入 ”如果 能 将 无 向 图 G 画 在 平面 上 ,使 其 除 在 顶点 处 外 没有 边 相 交 ， 
则 称 G 为 平面 图 . 画 出 的 无 边 相 交 的 图 称 为 G 的 平面 嵌入 . 

平面 图 的 面 与 次 数 平面 图 G 的 平面 嵌入 中 的 边 将 平面 分 成 若干 个 区 域 , 每 个 区 域 称 
为 G 的 一 个 面 ,其 中 有 一 个 面积 无 限 的 面 称 为 无 限 面 或 外 部 面 , 其 余 面积 有 限 的 面 称 为 有 
限 面 或 内 部 面 . 包围 一 个 面 的 所 有 边 构 成 的 回路 称 为 该 面 的 边界 ,边界 的 长 度 称 为 面 的 次 
数 , 面 R 的 次 数 记 作 deg(R). 这 里 所 谈 回路 可 能 是 初级 的 ,也 可 能 是 简单 的 复杂 的 ,还 可 
能 是 几 条 回路 . 

极 大 平面 图 如 果 在 简单 平面 图 G 的 任意 两 个 不 相 邻 的 顶点 之 间 再 加 一 条 边 , 所 得 图 
为 非 平 面 图 , 则 称 G 为 极 大 平面 图 . 

极 小 非 平面 图 若 在 非 平面 图 G 中 任意 删除 一 条 边 , 所 得 图 为 平面 图 , 则 称 G 为 极 小 
非 平面 图 . 

平面 图 的 对 偶 图 设 G 是 一 个 平面 图 的 平面 嵌入 ,构造 图 G 如 下 : 在 G 的 每 一 个 面 
R; 中 放置 一 个 顶点 vi .对 G 的 每 一 条 边 e, 若 e 在 G 的 面 尽 与 RiG 天 7 门 的 公共 边界 上 , 则 
作 边 e 三 (vi ,vi ) 与 e 相交 , 且 不 与 其 他 任何 边 相 交 . 若 e 为 G 中 的 桥 且 在 面 R; 的 边界 上 ， 
则 作 以 vi 为 端点 的 环 e 二 (vi ,vi ) 与 e 相交 , 且 不 与 其 他 任何 边 相 交 , 称 G* 为 G 的 对 
偶 图 . 

地 图 着 色 地 图 是 连通 的 无 桥 平 面 图 的 平面 嵌入 ,每 一 个 面 是 一 个 国家 . 对 地 图 的 每 
个 国家 涂 一 种 颜色 ,使 相 邻 的 国家 涂 不 同 的 颜色 , 称 为 地 图 着 色 . 地 图 着 色 问 题 就 是 要 用 尽 
可 能 少 的 颜色 给 地 图 着 色 . 地 图 着 色 可 以 转化 成 平面 图 的 点 着 色 . 


中 


主要 定理 

定理 6.10 平面 图 的 所 有 面 的 次 数 之 和 等 于 边 数 的 两 倍 . 

定理 6.11 极 大 平面 图 是 连通 的 . 

定理 6.12 设 G 是 n(n 宇 3) 阶 简单 的 连通 平面 图 , 则 G 为 极 大 平面 图 当 上 且 仅 当 G 的 每 
个 面 的 次 数 均 为 3. 

定理 6. 13( 欧 拉 公 式 ) 设 G 为 连通 的 平面 图 , 则 有 

7 一 7 十 三 一 2. 

其 中 ,mr 分别 为 G 的 顶点 数 、 边 数 和 面 数 . 

定理 6. 14( 欧 拉 公 式 的 推广 ) ” 设 平面 图 G 有 zp 个 连通 分 支 , 则 有 

n—m 二 r= 二 Pp 十 1. 
定理 6.15 设 n 阶 连通 平面 图 G 有 m 条 边 , 每 个 面 的 次 数 至 少 为 (1 三 3) , 则 


mm 三 7 一 2). 
若 G 有 户 个 连通 分 支 ,其 他 条 件 不 变 , 则 
m 三 人 1 


一 各 
定理 6. 16( 库 拉 图 斯 基 定 理 ) ”图 G 为 平面 图 当 且 仅 当 G 中 没有 可 以 收缩 成 Ks 或 
Ks,: 的 子 图 . 
定理 6. 17( 库 拉 图 斯 基 定 理 ) 图 G 为 平面 图 当 且 仅 当 G 中 没有 与 Ks 或 K;,s 同 胚 的 


子 图 . 
定理 6.18 任何 平面 图 都 是 4- 可 着 色 的 . 


5. 小 结 


本 章 介 绍 4 种 特殊 的 图 ,在 学 习 这 些 特殊 的 图 时 应 注意 以 下 几 点 . 

(1) 和 弄 清 完 美 匹配 与 完备 匹配 的 区 别 . 

(2) 注意 定理 6. 8 是 有 哈密 顿 回路 或 哈密 顿 通路 的 必要 条 件 , 而 不 是 充分 条 件 . 例如 ， 
彼 德 森 图 满足 定理 中 条 件 , 但 它 不 是 哈密 顿 图 .而 定理 6. 9 中 的 条 件 是 有 哈密 顿 回路 或 哈 
密 顿 通路 的 充分 条 件 , 但 不 是 必要 条 件 . 例如 ,n(n 三 5) 阶 圈 不 满足 这 个 条 件 , 但 nn 阶 圈 为 哈 
密 顿 图 . 

(3) 注意 Ks 和 开 :.: 在 平面 图 理论 中 的 特殊 地 位 ,掌握 库 拉 图 斯 基 定 理 . 


习 题 


6.1 夯 出 完全 二 部 图 Ki,s、Kz,s 和 天 2. 

6.2 设 G 为 n(n 三 2) 阶 无 环 图 ,证 明 : G 是 二 部 图 当 且 仅 当 它 是 2- 可 着 色 的 . 

6.3 完全 二 部 图 天 .中 , 边 数 mm 为 多 少 ? 

6.4 完全 二 部 图 K,,, 的 匹配 数 B 为 多 少 ? 

6.5 今 有 工人 甲乙 、 丙 要 完成 3 项 任务 a、bc. 已 知 甲 能 胜任 a、b、c 这 3 项 任务 ; 乙 
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能 胜任 a.b 两 项 任务 ; 丙 能 胜任 0、c 两 项 任务 . 你 能 给 出 一 种 安排 方案 ,使 每 个 工人 各 完成 
一 项 他 们 能 胜任 的 任务 吗 ? 

6.6 有 7 台 计 算 机 和 ?7 个 磁盘 驱动 器 ,每 台 计 算 机 可 以 与 RCR 二 0) 个 磁盘 驱动 器 兼 
容 , 并 且 每 个 磁盘 驱动 器 可 以 与 & 台 计算 机 兼容 . 能 够 给 每 一 台 计 算 机 配置 一 个 兼容 的 磁 
盘 驱动 器 吗 ? 

6.7 图 6-1 所 示 各 图 中 哪些 是 欧 拉 图 ? 


(a) (b) (©) (d) 


图 6-1 


6.8 夯 一 个 无 向 欧 拉 图 ,使 它 具 有 : 
(1) 偶数 个 顶点 ,偶数 条 边 ; 
(2) 奇数 个 顶点 ,奇数 条 边 ; 
(3) 偶数 个 顶点 ,奇数 条 边 ; 
(4) 奇数 个 顶点 ,偶数 条 边 . 
6.9 夯 一 个 有 向 的 欧 拉 图 ,要 求 同 题 6. 8. 
6.10 画 一 个 无 向 图 ,使 它 ， 
(1) 既是 欧 拉 图 ,又 是 哈密 顿 图 ; 
(2) 是 欧 拉 图 ,而 不 是 哈密 顿 图 ; 
(3) 是 哈密 顿 图 ,而 不 是 欧 拉 图 ; 
(4) 既 不 是 欧 拉 图 ,也 不 是 哈密 顿 图 . 
6.11 画 一 个 有 向 图 ,要 求 同 题 6. 10. 
6.12 若 了 为 有 向 欧 拉 图 , 则 D 一 定 为 强 连 通 图 ， 其 逆 命题 成 立 吗 ? 
6.13 在 什么 条 件 下 无 向 完全 图 K, (n 宇 2) 为 哈密 顿 图 ? 又 在 什么 条 件 下 为 欧 拉 图 ? 
6.14 有 制 点 的 无 向 图 G 不 可 能 为 哈密 顿 图 ,G 也 一 定 不 是 欧 拉 图 吗 ? 
6.15 今 有 ucsde sg7 个 人 ,已 知 下 列 事实 : 
a 会 讲 英语 ; 
0 会 讲 英语 和 汉语 ; 
c 会 讲 英 语 .意大利 语 和 俄语 ; 
d 会 讲 日 语 和 汉语 ; 
e 会 讲 德语 和 意大利 语 ; 
了 会 讲法 语 .日语 和 俄语 ; 
g 会 讲法 语 和 德语 . 
试问 这 7 个 人 要 围 成 一 圈 , 应 如 何 排 座位 ,才能 使 每 个 人 都 能 和 他 身边 的 人 交谈 ? 
6.16 某 工 厂 生产 由 6 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 的 双色 布 . 已 知 在 品种 中 ,每 种 颜色 至 少 
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分 别 和 其 他 5 种 颜色 中 的 3 种 颜色 搭配 . 证 明 : 可 以 挑 出 3 种 双色 布 ,它们 恰 有 6 种 不 同 的 
颜色 . 

6.17 一 副 骨 牌 有 49 张 ,每 张 骨 牌 上 有 一 对 数字 [a,6],a,65 二 ,0,1,…,6, 证 明 可 以 把 
骨牌 排 成 一 个 圆圈 使 得 相 邻 两 张 骨牌 连接 处 的 数字 相同 . 

6.18 一 座 楼 房 底层 的 建筑 平面 图 如 图 6-2 所 示 . 问 : 能 否 从 南 门 进入 , 北 门 离开 , 走 
遍 所 有 的 房间 且 每 个 房 门 恰好 经 过 一 次 ? 

6.19 指出 图 6-3 所 示 平 面 图 各 面 的 次 数 , 并 验证 各 面 次 数 之 和 等 于 边 数 的 两 倍 . 

6.20 求 图 6-3 所 示 平 面 图 G 的 对 偶 图 G” . 

6.21 设 G 为 连通 平面 图 , 它 的 顶点 数 . 边 数 和 面 数 分 别 为 zz 和 r,G 的 对 偶 图 G ”的 
顶点 数 、 边 数 和 面 数 分 别 为 a” 、m* 和 x*. 证 明 n* = 二 =r,m* 二 ms,r* 一 1. 

6.22 求 图 6-4 所 示 平 面 图 G 的 对 偶 图 G* , 青 求 G* 的 对 偶 图 G™*,G* 与 G 同 构 吗 ? 


| 
[| | a 
Ss 7 全 
| | | 
图 6-2 图 6-4 


6.23 用 4 种 颜色 给 图 6-5 中 的 地 图 着 色 . 

6.24 ”证 明 彼 德 森 图 ( 见 图 6-6) 不 是 二 部 图 ,也 不 是 欧 拉 图 . 

6.25 证明 图 6-7 所 示 图 G 是 哈密 顿 图 ,但 它 不 是 平面 图 . 

6.26 图 6-8 是 一 个 平面 图 , 试 给 出 它 的 一 个 平面 嵌入 . 它 是 极 大 平面 图 吗 ? 


图 6-5 图 6-6 图 6-7 图 6-8 


题 6.27 一 题 6. 29 的 要 求 是 从 供 选择 的 答案 中 选 出 应 填 和 人 叙述 中 的 方 框 口内 的 正确 
答案 . 


6.27 (1) 完全 图 K, (n 宇 1) 都 是 欧 拉 图 . 这 个 命题 为 |A|. 
(2) 完全 图 K, (n 宇 1) 都 是 哈密 顿 图 . 这 个 命题 为 下 . 
(3) 完全 二 部 图 K,,, (n 宇 1,m 宇 1) 都 是 欧 拉 图 这 个 命题 为 [C]. 


(4) 完全 二 部 图 K,,,(n 宇 1,m 宇 1) 都 是 哈密 顿 图 . 这 个 命题 为 
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回 


供 选 择 的 答案 
ABC.D: @ 真 ; @ 假 . 
6.28 (1) 设 G 与 Gs 是 两 个 平面 图 ,车 Gi 实 Gs, 则 它们 的 对 偶 图 Gr? 储 Gz . 这 个 命题 


为 |A|. 

(2) 任何 平面 图 G 的 对 偶 图 G” 的 对 偶 图 G™ 与 G 同 构 . 这 个 命题 为 [Bl|. 

(3) 任何 平面 图 G 的 对 偶 图 G ”的 面 数 ~ 都 等 于 G 的 顶点 数 2. 这 个 命题 为 |C|. 

供 选 择 的 答案 

A.B.C: @ 真 ; @ 假 . 

6.29 6 个 顶点 11 条 边 的 所 有 非 同 构 的 连通 的 简单 非 平面 图 有 [A 个 ,其 中 有 [ 蚂 个 含 
子 图 K;,; ,有 [CI 个 含 与 Ks 同 胚 的 子 图 . 

供 选 择 的 答案 

A.B.C: © 1; © 2; ©®@ 3; @ 4; ©5 © 6; OT @ 8. 


习题 解答 


6.1 图 6-9 中 ,图 6-9(a)、 图 6-9(b) .图 6-9(c) 分 别 是 Ki,s、K,,s、K;,,. 


小 AR 


(a) (b) (0) 
图 6-9 


l, vEV; 
2, vEV,. 
则 了 是 G 的 一 个 2- 着 色 , 从 而 G 是 2- 可 着 色 的 . 

反之 , 设 G=<V,E 二 > 是 2- 可 着 色 的 ,f: V 一 {1,2} 是 G 的 一 个 着 色 . 不 妨 设 存在 wm 和 
vs 使 得 fv) 二 1,f(vs) 二 2( 假 如 不 然 ,比如 对 所 有 的 顶点 w, Fu) 王 1. 此 时 G 为 零 图 . 可 
以 任 取 一 个 顶点 u, 重 新 令 f(u) 二 2. f 仍 是 G 的 2- 着色 . 由 于 n 宇 2, 仍 有 顶点 v 使 得 
f(v)==1). 令 


6.2 设 G=<Vi ,Vs ,E> 为 二 部 图 , 令 
f(v) = | 


Vi={v|f(v)=i,vEV}, i= 1,2. 

显然 ,V=ViUVs,Vi 几 Vs 二 多 ,Vi 关 名 ,Vz 关 如 , 且 G 中 每 一 条 边 都 是 一 个 端点 在 Vi 中 , 另 
一 个 端点 在 Vs 中 , 即 Vi、Vs 是 G 的 互补 顶点 子 集 ,G 二 二 Vi,Vs,E 二 是 二 部 图 . 

6.3 完全 二 部 图 K,,, 中 的 边 数 m 二 rs. 

分 析 设 完全 二 部 图 玉 ,,. 的 顶点 集 V=wUV ,wmnv = 好, 且 |1w | =,|1V: | 一 5. 
K,,, 是 简单 图 , 且 Vi 中 每 个 顶点 与 Vs 中 每 个 顶点 相 邻 ,所 以 边 数 关 一 六 

6.4 完全 二 部 图 K;,, 中 ,匹配 数 B 二 min{r,s). 

记者 站 襄 


分 析 不妨 设 7 过 s, |Vi|=r,|Vi|= 二 s. 由 Hall 定理 可 知 ,图 中 存在 Vi 到 VV 的 完备 匹 
配 . 设 M 为 一 个 完备 匹配 , 则 Vi 中 顶点 全 为 M 饱和 点 ,所 以 ,B= 二 x. 甲 乙 两 

6.5 能 安排 多 种 方案 ,使 每 个 工人 去 完成 一 项 他 们 各 自 能 胜任 的 
任务 . 

分 析 设 V=={ 甲 , 乙 , 丙 },V, 二 {a,b,c)}. 作 二 部 图 G=<Vi,V: ,E>> ,其 
中 二 {(x,y)|z 能 胜任 y}, 如 图 6-10 所 示 . 图 中 一 个 完美 匹配 就 对 应 一 
个 分 配方 案 . 图 6-10 满足 Hall 定理 中 的 相 异 性 条 件 , 所 以 存在 完备 匹配 . 9 4。 < 
又 因为 |Vi|==|V;|==3, 所 以 完备 匹配 是 完美 匹配 . 其实 ,容易 给 出 这 个 图 。 图 6-10 
的 多 个 完美 匹配 . 如 取 M={( 甲 ,oa),( 乙 ,0),( 两 ,c)}, 见 图 中 的 粗 线 边 . 此 
匹配 对 应 的 方案 为 甲 完 成 a, 乙 完成 5, 丙 完 成 c. 

请 读者 再 找 出 几 个 完美 匹配 ,给 出 对 应 的 分 配方 案 . 

6.6 令 六 ={ 计 算 机 ili=1,2,…,n}),Vz 二 {磁盘 驱动 器 j|j 二 1,2,…,n}. 作 二 部 图 
G= 二 Vi,Vs,E 二 ,其 中 EE={( 计 算 机 i, 磁盘 驱动 器 j) | 计算 机 1i 与 磁盘 驱动 器 j 兼容 ， 
1i,j 三 nn)}. G 满足 定理 6. 3 中 的 上 条 件 , 这 里 取 :一 上 , 故 G 中 存在 完备 匹配 . 


6.7 图 6-1(a)、 图 6-1(b)、 图 6-1(d) 中 都 没有 奇 度 顶点 ,根据 定理 6.4, 它 们 都 是 欧 拉 
图 . 而 图 6-1(c) 中 恰好 有 2 个 奇 度 项 点 ,由 定理 6.5, 它 有 欧 拉 通路 .但 没有 欧 拉 回路 ,不 是 


欧 拉 图 . 请 读者 画 出 图 6-1(a)、 图 6-1(b)、 图 6-1(d) 中 的 欧 拉 回 路 和 图 6-1(c) 中 的 欧 拉 
通路 . 

6.8 本 题 的 答案 很 多 . 例如 : 

(1) 偶数 阶 圈 都 是 偶数 个 顶点 、 偶 数 条 边 的 欧 拉 图 . 

(2) 奇数 阶 圈 都 是 奇数 个 顶点 .奇数 条 边 的 欧 拉 图 . 

(3) 在 偶数 阶 圈 上 的 任 一 个 顶点 处 连接 一 个 三 角形 ,所 得 图 为 偶数 个 顶点 、 奇 数 条 边 的 


欧 拉 图 ,如 图 6-11(a) 所 示 . 
LN (C77 (4) 在 奇数 阶 圈 上 的 任 一 个 顶点 处 连接 一 个 三 角 
形 , 所 得 图 为 奇数 个 顶点 、 偶 数 条 边 的 欧 拉 图 ,如 图 6-11 
(a) (b) (b) 所 示 . 
图 6-11 分 析 实际 上 可 以 证 明 , 欧 拉 图 是 若干 个 边 不 重 的 
圈 的 并 . 设 G1,G:，…,G4 是 个 圈 ,G; 有 mr 个 顶点 ,六 
条 边 . 依次 将 Gi 的 一 个 顶点 与 Gs 的 一 个 顶点 重合 ,Gs 的 一 个 顶点 与 G; 的 一 个 顶点 重合 ， 


,Ga 的 一 个 顶点 与 G4 的 一 个 顶点 重合 ,但 边 都 不 重合 ,这 样 把 & 个 图 连接 成 一 个 图 G. 
G 的 所 有 顶点 度数 均 为 偶数 ,是 欧 拉 图 . 它 有 之 /六 一 人 十 1 个 顶点 、 2 条 边 , 只 要 适当 地 


选择 ,rn2，… ,nm 和 k 的 奇偶 性 就 能 使 G 满足 所 要 求 的 条 件 . 例如 ,所 有 的 n; 为 偶数 为 
奇数 , 则 G 有 偶数 个 顶点 和 偶数 条 边 ; ,ns，,… ,m4-1 为 偶数 、n 为 奇数 .为 奇数 , 则 G 有 
奇数 个 顶点 和 奇数 条 边 ; 所 有 的 ni 为 偶数 为 偶数 , 则 G 有 奇数 个 顶点 和 偶数 条 边 ; nn， 
12，… ,14-1 为 偶数 .4 为 奇数 为 偶数 , 则 G 有 偶数 个 顶点 和 奇数 条 边 . (1) 一 (4) 是 它们 的 
特例 . 
6.9 类 似 上 题 ,只 需 将 无 向 圈 换 成 有 向 圈 . 
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6.10 本 题 的 答案 也 是 很 多 的 ,这 里 给 出 满足 要 求 的 一 些 最 简单 的 图 族 , 它 们 都 是 简 
单 图 . 

(1) n(n 三 3) 阶 圈 都 是 欧 拉 图 和 哈密 顿 图 . 

(2) k(k 宇 2) 个 长 度 大 于 等 于 3 的 圈 用 题 6. 8 中 的 方法 连接 成 的 图 均 为 欧 拉 图 ,但 不 是 
哈密 顿 图 ,如 图 6-11 中 的 两 个 图 . 

(3) 在 n(n 三 4) 阶 圈 上 两 个 不 相 邻 的 顶点 之 间 加 一 条 边 , 所 得 到 的 图 均 为 哈密 顿 图 ,但 
不 是 欧 拉 图 . 

(4) 设 (2) 构 造 的 图 中 有 一 个 长 度 大 于 等 于 4 的 圈 , 在 这 
个 加 上 两 个 不 相 邻 的 顶点 之 间 加 一 条 边 , 所 得 到 的 图 既 不 是 
欧 拉 图 ,也 不 是 哈密 顿 图 ,如 图 6-12 所 示 的 图 . 

6.11 类 似 6.10 题 . 图 6-12 

6.12 ”其 逆 命 题 不 真 . 

分 析 若是 强 连通 的 有 向 图 , 则 D 中 任何 两 个 顶点 都 是 相互 可 达 的 ,但 并 没有 要 求 
D 中 每 个 顶点 的 人 度 都 等 于 出 度 . 在 图 5-4(a) 、 图 5-4(e)、 图 5-4(f) 所 示 的 3 个 强 连通 的 有 
向 图 都 不 是 欧 拉 图 . 

6.13 除 Ks 不 是 哈密 顿 图 之 外 ,K, (n 三 3) 全 是 哈密 顿 图 ， 当 为 奇数 时 ,K, 为 欧 拉 
图 . 规定 Ki (平凡 图 ) 既 是 欧 拉 图 ,又 是 哈密 顿 图 . 

分 析 当 ? 二 3 时 ,n 个 顶点 的 任意 排列 都 是 K, 中 的 哈密 顿 回 路 ,所 以 K, (n 三 3) 都 是 
哈密 顿 图 . 在 K, 中 ,各 顶点 的 度数 均 为 n 一 1， 当 为 奇数 时 ,n 一 1 是 偶数 ,K, 是 欧 拉 图 . 
当 nn 为 偶数 时 ,n 一 1 是 奇数 ,K, 不 是 欧 拉 图 . 

6.14 有 制 点 的 图 也 可 以 为 欧 拉 图 . 

分 析 无 向 图 G 为 欧 拉 图 当 且 仅 当 G 连通 且 没 有 奇 度 顶点 . 只 要 G 连通 且 无 奇 度 顶 
点 (市 点 的 度数 也 为 偶数 ),G 就 是 欧 拉 图 . 图 6-11 中 的 两 个 图 都 有 割 点 ,但 它们 都 是 欧 
拉 图 . 

6.15 将 7 个 人 排 座 在 圆桌 周围 ,其 排 法 为 abd fgeca. 

g a 分 析 ”做 无 向 图 G== 二 V,E 二 ,其 中 ， 
V= {asbscsd,es fg}, 
大 已 一 {(Cuso) | uw EV 且 w 与 v 会 讲 同一 种 语言 }. 
a <。 ”图 G 如 图 6-13 所 示 . 于 是 ,能 否 将 这 7 个 人 排 坐 在 圆桌 周围 使 得 每 个 
y 人 能 与 两 边 的 人 交谈 ,就 转化 成 图 G 中 是 否 存在 哈密 顿 回 路 . 通过 观察 
图 6-13 发 现 abd fgeca 是 一 条 哈密 顿 回 路 . 
6.16 用 vw 表示 颜色 i,i==1,2,…,6. 做 无 向 图 G 王 <V,E> ,其 中 
V= (mm ms 
已 王 (ou) |i 关 jsl1 声 i,j 二 6, 并 且 wi 与 v; 在 某 块 双色 布 中 搭配 }. 
G 是 简单 图 , 且 对 于 任意 的 i,j(i 关 j ,1 二 i,j 志 6), 均 有 d(vi) 十 d(vj) 宇 3 十 3 二 6， 由 定 
理 6.9,G 中 存在 哈密 顿 回路 . 设 wh vi vi Vis Vi, vis va 是 一 条 哈密 顿 回路 , 则 在 这 个 回路 上 每 
个 顶点 代表 的 颜色 都 与 它 相 邻 顶点 代表 的 颜色 在 某 块 双 色 布 中 搭配 . 于 是 ,ww 与 vi, 、us 与 
vi vs 与 vi 所 代表 的 颜色 在 双色 布 中 搭配 ,从 而 这 3 种 双色 布 包含 了 6 种 不 同 的 颜色 . 
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6.17 作 有 向 图 DD=<V,E, 其 中 V={0,1,…,6},E=={<i,j 之 10<i,j 二 6}. D 的 
条 边 对 应 一 张 骨牌 ,一 条 欧 拉 回路 对 应 把 骨牌 排 成 一 个 圆圈 使 得 相 邻 两 张 骨牌 连接 处 的 
数字 相同 . D 的 每 个 顶点 的 出 度 和 入 度 相等 ,都 等 于 7. 由 定理 6.6,D 中 存在 欧 拉 回路 ,从 
而 可 以 把 骨牌 排 成 一 个 圆圈 使 得 相 邻 两 张 骨牌 连接 处 的 数字 相同 . 
6.18 ” 作 无 向 图 G: 每 个 房间 内 放 一 个 顶点 ,从 北 到 南 、 从 东 到 西 依次 为 mm ,vs ，… ,vis. 
楼 外 放 一 个 顶点 vo. 一 条 边 对 应 一 扇 门 , 它 连 接 这 扇 门 连接 的 两 个 房间 中 的 顶点 或 一 个 房 
间 中 的 顶点 与 楼 外 的 顶点 . 如 图 6-14 中 实 线 所 示 ,虚线 是 原来 的 楼 房 底层 建筑 平面 图 .从 
外 面 进入 .经 过 每 个 房间 且 恰 好 通过 每 个 房 门 一 次 .再 回 到 外 面 对 应 G 中 的 一 条 欧 拉 回路 . 
由 于 vs 和 ?是 3 度 ,G 中 不 存在 欧 拉 回路 ,因此 不 可 能 有 题 中 要 求 的 走 法 . 


3 
6. 19 deg(R1)=4,deg(R;,)=1,deg(R;)=3, 而 deg (Ro)= 12. > deg(CR,) 一 20 = 
i=0 


2 X 10, 本 图 边 数 闪 一 10. 

分 析 平面 图 (平面 杠 和 人) 的 面 的 次 数 等 于 包围 它 的 边界 的 回路 的 长 度 , 这 里 所 说 的 回 
路 ,可 能 是 初级 的 ,也 可 能 是 简单 的 ,复杂 的 ,还 可 能 由 若干 个 回路 组 成 . 图 6-3 所 示 图 中 ， 
Ri 、Rs Rs 的 边界 都 是 初级 回路 ,而 Ro 的 边界 eezesereseseseioeseseses 为 复杂 回路 (es 和 es 
在 回路 中 重复 出 现 ) ,长 度 为 12. 

6.20 图 6-15 中 , 实 线 边 为 图 6-3 中 的 图 ,虚线 边 .实心 点 为 它 的 对 偶 图 . 


图 6-14 图 6-15 


6.21 根据 对 偶 图 的 构造 ,有 n* = 二 =r,m* 一 7 G 是 连通 的 平面 图 ,由 欧 拉 公式 ， 
7 一 M 十 一 2. 
而 对 偶 图 都 是 连通 的 平面 图 ,有 
1 ”一 1 十 ”一 2. 

可 推出 一 = 二. 

6.22 G"* 不 能 与 G 同 构 . 

分 析 任意 平面 图 的 对 偶 图 都 是 连通 的 ,因而 G* 与 G“ 都 是 连通 图 ,而 G 是 具有 3 个 
连通 分 支 的 非 连通 图 ,连通 图 与 非 连通 图 显然 是 不 能 同 构 的 . 

图 6-16 中 , 实 线 边 图 为 图 6-4 中 的 图 G, 虚 线 边 图 为 G 的 对 偶 图 G* , 带 小 杠 的 边 组 成 
的 图 是 G’ 的 对 偶 图 C” ,显然 C” 关 G. 

6.23 图 6-17 直接 给 出 地 图 的 面 着 色 . 

分 析 地 图 的 面 着 色 对 应 它 的 对 偶 图 的 点 着 色 . 可 以 先 画 出 图 6-5 的 对 偶 图 ,再 给 这 
个 对 偶 图 着 色 . 由 四 色 定 理 ,地 图 着 色 只 需要 4 种 颜色 . 

到 区 刘 | 名 


图 6-17 


6.24 因为 彼 德 森 图 中 有 长 度 为 奇数 的 圈 , 根 据 定理 6.1, 它 不 是 二 部 图 . 图 中 每 个 顶 
点 的 度数 均 为 3, 由 定理 6.4, 它 不 是 欧 拉 图 . 

配套 教材 (离散 数学 (第 五 版 )》 中 例 6.6 已 证 明和 披 德 森 图 不 是 平面 图 . 其 实 , 和 披 德 森 图 
也 不 是 哈密 顿 图 ,这 里 就 不 给 出 证 明了 . 

6.25 将 图 6-7 重 画 在 图 6-18 中 ,并 且 将 顶点 标定 . 图 中 afbdcea 为 一 条 哈密 顿 回 
路 ,图 中 用 粗 线 给 出 ,所 以 该 图 为 哈密 顿 图 . 

将 图 中 3 条 边 (d,e)、(e,f)、(f,d) 去 掉 , 所 得 子 图 为 Ks,s, 其 中 Vi 二 {a,b,c) ,Vz 二 {d， 
ec, 万 . 由 库 拉 图 斯 基 定 理 可 知 ,该 图 不 是 平面 图 . 

6.26 图 6-19 为 图 6-8 的 平面 嵌入 ,该 图 为 极 大 平面 图 . 


图 6-19 


分 析 图 6-19 中 每 个 面 的 次 数 均 为 3, 根 据 定 理 6. 12 ,该 图 为 极 大 平面 图 . 

6.27 答案 A、B.C.D 全 为 @. 

分 析 (1) 只 有 为 奇数 时 KK, 才 是 欧 拉 图 , 见 题 6. 13 的 解答 与 分 析 . 

(2) K; 不 是 哈密 顿 图 , 见 题 6. 13 的 解答 与 分 析 . 

(3) 只 有 当 n、m 都 是 偶数 时 ,K,,, 中 才 无 奇 度数 顶点 ,是 欧 拉 图 ， 当 nn 或 m 是 奇数 时 ， 
K,, 不 是 欧 拉 图 . 

(4) 只 有 n= 二 mr 时 ,K,,, 中 存在 哈密 顿 回路 ,是 哈密 顿 图 ， 当 nn 隆 m 时 ,不 妨 设 n 二 mm， 
[|==n,|Vi|==mx; 则 pCKin 一 V1) 二 m 之 n= 二 1Vi| ,根据 定理 6.8,K,,， 不 是 哈密 顿 图 . 

6.28 答案 A: @; B: ©; Cc: ©. 

分 析 (1) 图 6-20 中 ,两 个 实 线 边 图 是 同 构 的 ,但 它们 的 对 偶 图 (虚线 边 图 ) 是 不 同 构 
的 . 在 图 6-20(a) 中 有 一 个 5 度 顶 点 和 5 个 3 度 顶 点 ,而 在 图 6-20(b) 中 有 2 个 4 度 顶点 和 


(2) 任何 平面 图 的 对 偶 图 都 是 连通 图 . 当 G 是 非 连通 的 平面 图 时 ,显然 有 G 关 GC”. 
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(3) 当 G 有 zp 个 连通 分 支 数 时 ,r* = 二 n 一 p 十 1. 
6.29 答案 A:@;  B:@; C:O. 


分 析 根据 库 拉 图 斯 基 定 理 ,所 求 的 图 必 含 有 与 Ks 或 KK:.s 同 胚 的 子 图 ,或 含 可 收缩 成 
Ks 或 Ks, 的 子 图 . 由 于 有 6 个 顶点 、11 条 边 ,因而 它 是 Ks,3 加 2 条 边 或 比 Ks 多 一 个 顶点 
和 一 条 边 的 图 . 共有 4 个 这 种 非 同 构 的 简单 图 ,其 中 由 K;, 产 生 2 个 ,由 Ks 产生 2 个 ,如 


图 6-21 所 示 . 
(a) (b) (0 (d) 


图 6-21 


。 96 。 


1. 无 向 树 及 生成 树 


无 向 树 ”连通 不 含 回路 (初级 回路 或 简单 回路 ) 的 无 向 图 称 为 无 向 树 , 常 用 工 表 示 . 每 
个 连通 分 支 都 是 无 向 树 的 非 连通 无 向 图 称 为 森林 . 在 树 工 中 ,度数 为 1 的 顶点 称 为 树叶 , 非 


生成 树 ” 若 无 向 图 G 的 生成 子 图 T 是 一 棵 树 , 则 称 工 为 G 的 生成 树 . G 在 T 中 的 边 称 
为 工 的 树枝 ,G 不 在 工 中 的 边 称 为 工 的 弦 . T 的 全 体 弦 组 成 的 集合 的 导出 子 图 称 为 工 的 余 
树 . 注意 ,T 的 余 树 不 一 定 是 树 , 它 可 能 不 连通 ,也 可 能 含 回 路 . 

基本 回路 与 基本 回路 系统 设 工 是 无 向 图 G 的 生成 树 , 对 每 一 条 蓄 e,G 中 有 唯一 一 条 
由 e 和 T 的 树枝 构成 的 初级 回路 , 称 为 对 应 弦 e 的 基本 回路 . G 中 所 有 基本 回路 的 集合 称 
为 对 应 T 的 基本 回路 系统 . 

基本 割 集 与 基本 割 集 系 统 对 1T 的 每 一 条 树枝 ws,G 中 有 了 唯一 一 个 由 a 和 了 的 弦 构 成 
的 割 集 , 称 为 对 应 树枝 a 的 基本 割 集 . G 中 所 有 基本 制 集 的 集合 称 为 对 应 工 的 基本 制 集 

最 小 生成 树 ”无 向 带 权 连通 图 G 的 权 最 小 的 生成 树 称 为 最 小 生成 树 . 可 用 避 圈 法 
(Kruskal 算法 ) 求 最 小 生成 树 . 

主要 定理 

定理 7.1 设 无 向 图 G==<V,E 二 ,|V|=n,|E|==m, 则 下 面 命题 等 价 . 

(1) G 连通 且 不 含 回 路 , 即 G 是 一 棵 树 . 

(2) G 的 每 一 对 顶点 之 间 有 唯一 的 一 条 路 径 . 

(3) G 连 通 且 闷 一 2 一 1. 

(4) G 中 无 回路 且 闷 一 2 一 1. 

(5) G 中 无 回路 ,但 在 G 中 任何 两 个 不 相 邻 顶点 之 间 加 一 条 新 边 , 所 得 图 中 含 唯一 的 一 
条 初级 回路 . 

(6) G 连通 且 每 条 边 都 是 桥 . 

定理 7.2 n(n 宇 2) 阶 无 向 树 至 少 有 两 片 树 叶 . 

定理 7.3 任何 连通 的 无 向 图 G 都 有 生成 树 . 

定理 7.4 设 是 nn 阶 m 条 边 无 向 连通 图 G 中 的 生成 树 , 则 工 有 7 一 1 条 树枝 .mm 一 2 十 1 
条 弦 . 


2. 根 树 及 其 应 用 


有 向 树 及 根 树 ” 若 略 去 有 向 图 所 有 边 的 方向 所 得 无 向 图 为 无 向 树 , 则 称 D 为 有 向 树 . 
宙 - 全 不 刘 


一 棵 非 平 凡 的 有 向 树 ,如 果 有 一 个 顶点 的 入 度 为 0, 其 余 顶 点 的 入 度 均 为 1, 则 称 为 根 
树 . 在 根 树 中 ,入 度 为 0 的 顶点 称 为 树 根 .入 度 为 1、 出 度 为 0 的 顶点 称 为 树叶 . 入 度 为 1、 
出 度 不 为 0 的 顶点 称 为 内 点 , 树 根 与 内 点 统称 为 分 支点 . 在 根 树 中 ,从 树 根 到 一 个 顶点 的 通 
路 长 度 称 为 该 项 点 的 层 数 . 顶点 的 最 大 层 数 称 为 树 高 . 

家 族 树 ”一 棵 根 树 可 以 看 成 一 个 家 族 . 车 在 树 中 有 有 向 边 二 u,v 记 , 则 称 w 是 vw 的 父 
亲 ,v 是 w 的 儿子 . 若 m us 的 父亲 相同 , 则 称 它们 是 兄弟 . 又 若 x 可 达 v, 则 称 x 为 v 的 祖 
先 ,v 为 u 的 后 代 . 

根子 树 ” 设 v 为 根 树 T 中 非 根 顶点 , 称 由 vw 及 其 后 代 的 导出 子 图 为 的 以 wv 为 根 的 根 
子 树 . 

有 序 树 ” 若 对 根 树 中 每 一 层 上 的 顶点 指定 顺序 , 则 称 T 为 有 序 树 . 

根 树 的 分 类 ” 设 丁 为 一 棵 根 树 . 

(1) 若 工 的 每 个 分 支点 至 多 有 个 儿子 , 则 称 工 为 > 又 树 . 若 工 的 每 个 分 支点 都 恰好 
有 7 个 儿子 , 则 称 工 为 > 又 正则 树 . 此 时 又 若 工 的 所 有 树叶 层 数 相同 , 则 称 工 为 > 又 完全 正 
则 树 . 

(2) 有 序 的 -又 树 , 称 为 > 又 有 序 树 . 有 序 的 -~ 又 正则 树 称 为 > 又 有 序 正 则 树 . 有 序 的 > 
又 完全 正则 树 称 为 > 又 有 序 完 全 正则 树 . 

最 优 树 设 2 又 树 工 的 : 片 树叶 wu，…u 的 权 分 别 为 wi ,ws，,…,w,, 称 W(T) 一 


wi) 为 了 的 权 ， 其 中 Lu) 为 树叶 的 层 数 . 在 所 有 上 片 树叶 的 权 为 wi ,ws， 


的 2 又 树 中 权 最 小 的 称 为 最 优 2 又 树 . 用 Huffman 算法 求 最 优 2 又 树 . 

前 缀 码 与 最 佳 前 缀 码 ” 设 符号 串 8 二 Qo…as_ia,' 称 araso…aj (1 二 j 志 nn) 为 8 的 前 级 . 
设 符号 串 集 合 B= 二 {B ,Bo,…,B,) ,车 B 中 任何 两 个 符号 串 Bi;、B; (i 关门 互 不 为 前 级 , 则 称 B 
为 前 级 码 . 符号 串 均 由 两 个 元 素 ( 如 0 和 1) 构成 的 前 级 码 称 为 2 元 前 级 码 . 

一 棵 带 t 片 树叶 的 2 又 树 可 以 产生 一 个 含 t 个 符号 串 的 2 元 前 级 码 . 给 定 字符 串 出 现 
的 频率 ,使 得 编码 期 望 长 度 最 小 的 前 级 码 称 作 最 佳 前 级 码 . 可 以 用 以 频率 为 权 的 最 优 2 又 
树 产 生 最 佳 前 级 码 . 


3. 2 又 有 序 树 与 算式 


可 以 用 2 又 有 序 树 表示 算式 ,做 法 如 下 : 运算 符 放 在 分 支点 上 , 数 或 变量 放 在 树叶 上 ， 
每 个 运算 符 的 运算 对 象 放 在 它 的 子 树 上 ,并 规定 被 减 数 和 被 除数 放 在 左 子 树 上 . 

行 遍 (周游 )2 又 有 序 树 

(1) 中 序 行 遍 法 访问 次 序 为 左 子 树 , 树 根 , 右 子 树 . 

(2) 前 序 行 遍 法 访问 次 序 为 树 根 , 左 子 树 , 右 子 树 . 

(3) 后 序 行 遍 法 访问 次 序 为 左 子 树 , 右 子 树 , 树 根 . 
其 中 , 左 子 树 或 右 子 树 可 以 缺 省 . 对 表示 算式 的 2 又 有 序 树 采用 中 序 行 遍 法 可 以 还 原 算式 . 
用 前 序 行 遍 法 可 以 产生 波兰 符号 表示 法 . 用 后 序 行 遍 法 可 以 产生 逆 波 兰 符号 表示 法 . 


4. 小 结 
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(1) 在 求解 无 向 树 时 ,一 定 注意 将 树 的 主要 性 质 之 一 的 mm 一 2 一 10z wn 分 别 为 树 的 边 数 
和 顶点 数 ) 与 握手 定理 配合 在 一 起 用 , 即 


Dd(v) = 2m = 2(n—1) 
i=] 


此 公式 在 解 无 向 树 时 起 很 大 作用 . 

(2) 画 n 阶 非 同 构 的 无 向 树 时 ,也 要 用 到 树 的 性 质 m 二 n 一 1. 由 此 就 知道 了 所 求 树 的 度 
数 之 和 ,因而 能 给 出 不 同 度数 列 的 分 配方 案 . 在 写 度 数列 时 注意 非 平 凡 树 所 有 顶点 的 度数 
都 大 于 等 于 1 且 小 于 等 于 n 一 1. 根据 不 同 的 度数 列 画 出 的 无 向 树 是 非 同 构 的 . 但 同一 个 度 
数列 ,由 于 顶点 之 间 的 相 邻 关系 的 不 同 , 可 能 产生 多 个 非 同 构 的 树 . 

(3) 画 阶 非 同 构 的 根 树 时 ,要 先 夯 出 n 阶 非 同 构 的 无 向 树 ,然后 由 每 个 无 向 树 再 派生 
出 非 同 构 的 根 树 ,就 可 以 得 到 全 体 ” 阶 非 同 构 的 根 树 了 . 

(4) 在 用 Huffman 算法 求 最 佳 前 绥 码 时 , 若 先 将 各 符号 出 现 频 率 乘 100, 所 得 数 作为 权 
求 最 优 树 , 则 最 优 树 的 权 W(T) 为 传输 100 个 按 给 定 频率 出 现 的 符号 所 用 二 进 制 数字 的 期 
望 个 数 .另外 ,还 应 注意 ,最 优 树 不 一 定 唯一 ,因而 所 得 前 级 码 可 能 不 同 . 


习 是 


7.1 设 无 向 树 工 有 3 个 3 度 .2 个 2 度 顶 点 ,其 余 项 点 都 是 树叶 , 问 工 有 几 片 树叶 ? 

7.2 设 无 向 树 工 有 ?7 片 树叶 ,其 余 顶 点 的 度数 均 为 3, 求 工 中 3 度 顶 点 数 ,能 夯 出 几 棵 
具有 此 种 度数 的 非 同 构 的 无 向 树 ? 

7.3 对 于 具有 A(&R 之 2) 个 连通 分 支 的 森林 ,恰好 加 多 少 条 新 边 能 使 所 得 图 为 无 向 树 ? 

7.4 已 知 zz 之 2) 阶 无 向 简单 图 G 有 7 一 1 条 边 ,G 一 定 为 树 吗 ? 

7.5 试 画 出 度数 列 为 1,.1,.1,1,2,2,4 的 所 有 非 同 构 的 7 阶 无 向 树 . 

7.6 夯 出 图 7-1 所 示 无 向 图 的 所 有 非 同 构 的 生成 树 . 

7.7 在 图 7-2 所 示 的 无 向 图 G 中 , 实 线 边 所 示 的 子 图 为 G 的 一 棵 生成 树 工 , 求 G 的 对 
应 于 了 的 基本 回路 系统 和 基本 制 集 系统 . 

7.8 求 图 7-3 所 示 两 个 带 权 图 的 最 小 生成 树 ,并 计算 它们 的 权 . 


图 7-1 图 7-3 


7.9 8421 码 用 4 位 二 进 制 串 的 前 10 个 作为 十 进 制 数字 的 代码 , 即 0 一 0000,1 一 0001,…， 
9 一 1001. 
(1) 写 出 7201 和 1509 的 编码 . 
(2) 写 出 0101000110000111 和 0011010100100100 代表 的 十 进 制 数 . 
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7.10 下 面 给 出 的 符号 串 集 合 中 ,哪些 是 前 绥 码 ? 
Bi = {0,10,110,1111} 
B, = {1,01,001,000} 
Ba: = {1,11,101,001,0011} 
B, = {b,c,aa ac,aba ,abb,abc} 
B: = {b,c,asaa ,acaba ,abb,abc} 
7.11 利用 图 7-4 中 给 出 的 2 又 树 和 3 又 树 ,分 别 产生 一 个 2 元 前 级 码 和 一 个 3 元 前 
级 码 . 
7.12 利用 图 7-5 中 的 2 又 树 产生 一 个 2 元 前 级 码 , 用 它 作为 八进制 数字 的 代码 ,对 应 
关系 标 在 图 中 的 树叶 处 . 


和 


图 7-4 图 7-5 


(1) 写 出 八进制 数字 的 代码 . 

(2) 写 出 八进制 数 6014 和 1725 的 编码 . 

(3) 写 出 11001010100 和 01111100100 代表 的 八进制 数 . 

7.13 证 明 配套 教材 (离散 数学 (第 五 版 )》 中 定义 7.11 下 面 叙 述 的 用 2 又 树 产生 2 元 
前 级 码 的 做 法 是 正确 的 . 

7.14 图 7-6 给 出 的 2 又 树 表达 一 个 算式 . 

(1) 给 出 这 个 算式 的 表达 式 ; 

(2) 给 出 算式 的 波兰 符号 法 表达 式 ; 

(3) 给 出 算式 的 逆 波 兰 符 号 法 表达 式 . 

(4 设 a=4b=350=1d=356=%f=Y, 
gE 一 2,) 一 3 一 2,7 一 1, 分 别 用 波兰 符号 法 表达 
式 和 逆 波 兰 符号 法 表达 式 计 算 这 个 算式 . 

7.15 用 一 棵 2 又 树 表示 下 述 命题 公式 ,并 图 7-6 
写 出 它 的 前 级 符号 法 表达 式 和 后 级 符号 法 表达 式 

(PVoOATD SC "pA SV 
题 7.16 一 题 7.18 的 要 求 , 是 从 供 选择 的 答案 中 选 出 填 人 叙述 中 的 方 框 口内 的 正确 


7.16 计算 非 同 构 的 根 树 的 个 数 . 
(1) 2 个 项 点 非 同 构 的 根 树 有 [A 个 ; 
,100 。 


[ee 


(2) 3 个 顶点 非 同 构 的 根 树 有 
(3) 4 个 顶点 非 同 构 的 根 树 有 
(4) 5 个 顶点 非 同 构 的 根 树 有 [D 
供 选 择 的 答案 
BBC: 
Ol1; ©@ 2; ©@ 3; @ 4; Oi 
© 6; 7; ©® 8; ©@ 9; @ 10. 
7.17 设 7 个 字母 在 通信 中 出 现 的 频率 如 下 : 

a: 35%， b: 20%， c: 15%, d: 10%, 

e: 10%,， Fn Ss g: 5%， 
编 一 个 最 佳 2 元 前 级 码 . 在 这 个 前 级 码 中 ,a、.b、c.d、e、f、g 的 码 长 分 别 是 [A] [Bj [|、 

D|\[E]\[H .IG|. 

传输 10 个 按 上 述 比例 出 现 的 字母 平均 需要 [可 个 二 进 制 数字 . 


口 


企 
个 
党 


供 选 择 的 答案 

A,B\C.D.E,F.G;: © 1; © 2; ©® 3; @ 4; © 5; © 6. 
H: © 20000; @ 25000; @ 25500. 

7.18 给 定 算式 


{[LCo 十 0) *c]* (d+e)}—[f— (gx*h)]. 
此 算式 的 波兰 符号 法 表达 式 为 |A] , 逆 波 兰 符号 法 表达 式 为 [B|. 
供 选 择 的 答案 
A、B: OO—x*xatbctdef—gxh; @ 一 xx 十 abc 十 de 一 Fxghns 
图 *—x*+tabctde—f*gh; @ cb 十 cx de 十 #< gjx< 一 一 ; 
© abtc*det * ghxf——. 


习题 解答 


7.1 有 5 片 树叶 . 
分 析 设 T 有 zz 个 1 度 顶点 ( 即 树叶 ), 则 工 的 顶点 数 n= 二 3 十 2 十 z= 二 5 十 x ,TT 的 边 数 
m 二 n 一 1 二 4 十 x. 由 握手 定理 得 方程 
2m 二 2(4 十 x) 3X3+2X2+z= 113 二 zz， 


解 得 x==5. 

所 求 无 向 树 T 的 度数 列 为 1,1,1,1,1,2,2,3,3,3. 由 这 
个 度数 列 可 以 画 多 棵 非 同 构 的 无 向 树 ,图 7-7 给 出 4 棵 这 样 的 
树 . 

7.2 工 中 有 5 个 3 度 顶点 . 

分 析 设 工 中 有 zz 个 3 度 顶点 , 则 工 中 的 顶点 数 7 一 7 十 
z, 边 数 加 一 n 一 1 二 6 十 x+. 由 握手 定理 得 方程 罗汉 
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2m 一 12 十 2z 王 3z 十 7， 
解 得 z= 一 5, 即 工 中 有 5 个 3 度 顶点 . T 的 度数 列 为 1,1,1,1,1,1,1,3,3,3,3,3. 由 于 工 中 
只 有 树叶 和 3 度 顶 点 ,因而 3 度 顶 点 可 依次 相 邻 ,如 图 7-8 所 示 . 还 有 一 棵 与 它 非 同 构 的 
树 ,请 读者 自己 画 出 . 
7.3 恰好 加 & 一 1 条 新 边 能 使 所 得 图 为 无 向 树 . 
分 析 设 G 有 A 个 连通 分 支 T,T ,…,T, 其 中 了 全 为 树 . 在 两 棵 树 之 间 加 一 条 新 边 
把 这 两 棵 树 连 成 一 棵 树 ,重复 进行 ,加 & 一 1 条 新 边 把 & 棵 树 连 成 一 棵 树 ,如 图 7-9 所 示 . 


L011 NA 


图 7-8 图 7-9 


7.4 不 一 定 . 

分 析 nn 阶 无 向 树 剑 有 一 1 条 边 , 这 是 无 向 树 工 的 必要 条 件 , 但 不 是 充分 条 件 . 例如 ,n 
一 1 个 顶点 的 初级 回路 和 一 个 孤立 点 组 成 的 n 阶 无 向 简单 图 有 一 1 条 边 ,但 它 显然 不 是 树 . 

7.5 非 同 构 的 无 向 树 共 有 2 棵 ,如 图 7-10 所 示 . 


分 析 由 度数 列 1,1,1,1,2,2,4 不 难看 出 ,唯一 的 4 度 顶点 必须 与 2 度 顶点 相 邻 . 它 
与 一 个 2 度 顶 点 相 邻 ,还 是 与 两 个 2 度 顶 点 都 相 邻 ,所 得 树 是 非 同 构 的 ,再 没有 其 他 情况 , 因 
而 是 两 棵 非 同 构 的 树 . 


7.6 有 两 棵 非 同 构 的 生成 树 ,如 图 7-11 所 示 . 


(a) (b) 
图 7-10 图 7-11 


分 析 图 7-1 是 5 阶 图 ,5 阶 非 同 构 的 无 向 树 只 有 3 棵 ,理由 如 下 : 5 阶 无 向 树 中 ,顶点 
数 二 5, 边 数 x 二 4, 各 顶点 度数 之 和 为 8, 度 数 分 配方 案 有 3 种 ,分 别 为 

tT li 

[2 

® L123272. 
每 种 方案 只 有 一 棵 非 同 构 的 树 . 图 7-1 中 顶点 的 最 大 度数 是 3, 所 以 不 可 能 有 度数 列 为 的 
生成 树 . 于 是 ,该 图 最 多 有 两 棵 非 同 构 的 生成 树 . 在 图 7-11 中 是 它 的 两 个 非 同 构 的 生成 
树 , 其 中 图 7-11(a) 的 度数 列 为 @, 图 7-11(b) 的 度数 列 为 @. 

7.7 基本 回路 为 

C=wad, C.=ead, C= gfa, C= hfab. 
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基本 回路 系统 为 {C.,C. ,Cs ,C;}. 
基本 制 集 为 
Ss 一 {asercsgsh}, S, = {b,c,h}, 
Ss={d,esc}, Sy;: = {f,g,h}. 
基本 制 集 系统 为 {S,,S; ,Sa ,Sy). 

分 析 1” 注意 基本 回路 用 边 的 序列 表示 ,而 基本 割 集 用 边 的 集合 表示 . 

2” 基本 回路 中 ,只 含 一 条 弦 ,其 余 的 边 全 为 树枝 ,其 求法 是 这 样 的 : 设 弦 e=(uwyu)， 
则 在 生成 树 工 中 vi、v; 之 间 存 在 唯一 的 路 径 T; , 则 与 e 二 (vi,vj) 组 成 的 回路 为 G 中 对 应 
弦 e 的 基本 回路 . 

3” 基本 制 集中 ,只 含 一 条 树枝 ,其 余 的 边 都 是 强 , 其 求法 是 这 样 的 : 设 树枝 。= 
(ou), 则 e 为 了 中 的 桥 , 将 e 从 T 中 去 掉 产 生 两 棵 小 树 工 与 T;, 则 对 应 树枝 。 的 基本 
割 集 

S. 二 {e le 在 G 中 且 e 的 两 个 端点 分 别 在 T 和 了 中}. 
注意 ,两 棵 小 树 Ti 与 T, 中 很 可 能 有 平凡 树 ( 一 个 顶点 ). 

对 于 图 7-2,T 一 a 产生 的 两 棵 小 树 ,如 图 7-12(a) 所 示 . G 中 一 个 端点 在 Ti 中 , 另 一 个 
端点 在 Ts 中 的 边 为 <( 树 枝 ) 和 ec.g\, 后 4 条 边 全 是 弦 . 于 是 

S, = (aeycyg). 

T 一 b 产生 的 两 棵 小 树 , 如 图 7-12(b) 所 示 , 其 中 有 一 棵 为 平凡 树 . G 中 一 个 端点 在 工 ， 

中 , 另 一 个 端点 在 Ts 中 的 边 除 树枝 如 外 ,还 有 弦 ch, 所 以 
S, = {b,c,h}. 
T 一 d 产生 的 两 棵 小 树 , 如 图 7-12(c) 所 示 . G 中 一 个 端点 在 T, 中 , 另 一 个 端点 在 T, 中 
的 边 , 除 树枝 d 外 ,还 有 两 条 弦 ce, 所 以 
Ss = {d,sc,e}. 
T 一 产生 的 两 棵 小 树 ,如 图 7-12(d) 所 示 . 由 它 产生 的 基本 割 集 为 
Sr = {f,gsh). 

7.8 用 Kruskal 算 法 求解 , 求 出 的 图 7-3(a) 的 最 小 生成 树 了 为 图 7-13(a) 所 示 , 其 

W(CT)=7. 图 7-3(b) 的 最 小 生成 树 本 为 图 7-13(b) 所 示 , 其 W(T)=11. 


了 了 f 
2 a 1 2 
1 2 
d E d b d bo 3 4 4 
oo 0° 1 
(a) (b) (0 (d) (a) (b) 


图 7-12 图 7-13 


7.9 7201 的 编码 是 0111001000000001, 1509 的 编码 是 0001010100001001. 

0101000110000111 的 原文 是 5187, 0011010100100100 的 原文 是 3524. 

分 析 ”8421 码 是 等 长 码 ,每 个 数字 的 代码 长 为 4, 因 此 在 译 码 时 把 编码 划分 成 小 段 ,每 
段 4 位 ,对 应 一 个 十 进 制 数字 . 如 ,把 0101000110000111 划分 成 0101,0001,1000,0111 ,分 
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别 对 应 5,1,8,7, 故 原文 是 5187. 

7.10 Bi 、B,，、B, 为 前 级 码 . 

分 析 在 B,、B,、B, 中 任何 符号 串 都 不 是 另外 符号 串 的 前 级 ,因而 它们 都 是 前 级 码 . 而 
在 B, 中 ,1 是 11、101 的 前 级 . 在 B; 中 ,a 是 aa .ac 等 的 前 缀 ,因而 Bs 和 B; 不 是 前 级 码 . 

7.11 由 图 7-4(a) 给 出 的 2 元 前 级 码 为 

B, = (00,0100,01010,011 ,11)}. 
由 图 7-4(b) 给 出 的 3 元 前 级 码 为 
B; = {00,01,0200,0201,0202,022,1,2). 

分 析 ”一般 地 ,由 > 又 树 产 生 > 元 前 级 码 . 

7.12 (1) 八进制 数字 的 代码 如 下 : 

0 一 00 1 一 01 2 一 100 3 一 101 
4 一 1100 5 一 1101 6 一 1110 7 一 1111 

(2) 6014 的 编码 是 111000011100,1725 的 编码 是 0111111001101. 

(3) 11001010100 代表 的 八进制 数 是 4310,01111100100 代表 的 八进制 数 是 1702. 

分 析 ”这 个 2 元 前 级 码 不 是 等 长 的 . 在 译 码 时 ,从 左 到 右 发 现 一 个 代码 就 把 它 译 出 来 ， 
然后 继续 往 下 . 如 11001010100,1、11 和 110 都 不 是 代码 ,1100 是 4 的 代码 , 译 出 4. 继续 往 
下 ,1 和 10 不 是 代码 ,101 是 3 的 代码 , 译 出 3. 再 往 下 ,01、00 分 别 是 1.0 的 代码 . 于 是 , 它 
的 原文 是 4310. 

7.13 将 教材 中 的 叙述 重新 抄录 如 下 : 设 了 为 一 棵 2 叉 树 ,有 + 片 树叶 . 将 工 的 每 个 
分 支点 关联 的 2 条 边 ,左边 标 0 ,右边 标 1. 若 分 支点 只 有 一 个 儿子 ,这 一 条 边 可 以 标 0、 也 可 
以 标 1. 从 树 根 到 树叶 的 通路 上 标注 的 数字 组 成 一 个 符号 串 ,把 它 记 在 这 片 树叶 处 . 这 样 得 
到 的 上 个 二 进 制 串 构 成 一 个 2 元 前 绥 码 . 

证 明 上 述 做 法 是 正确 的 . 每 一 个 代码 是 从 树 根 到 树叶 的 通路 上 标注 的 数字 组 成 的 二 进 
制 串 , 它 的 前 级 只 能 是 这 条 通路 上 从 树 根 到 某 个 顶点 为 止 所 标注 的 数字 组 成 的 子 串 , 而 任 
何其 他 的 树叶 都 不 可 能 出 现在 这 条 通路 上 ,从 而 所 有 其 他 的 代码 都 不 可 能 是 这 个 代码 的 前 
级 . 因此 ,这 1 个 二 进 制 串 构成 一 个 2 元 前 级 码 . 

7.14 (1) 用 中 序 行 遍 法 访问 这 棵 树 ,得 到 

(Ca+ (bxc)) xd—e)(f+i+ge)) + hi) x*)). 
省 去 一 些 括号 ,得 到 算式 的 表达 式 
(atbxc rd—e) (fia) hi 
(2) 用 前 序 行 遍 法 访问 这 棵 树 并 删 去 所 有 的 括号 ,得 到 算式 的 波兰 符号 法 表达 式 
十 二 一 关 十 Qxpbccle 十 fgxxhij. 
(3) 用 后 序 行 遍 法 访问 这 棵 树 并 删 去 所 有 的 括号 ,得 到 算式 的 逆 波 兰 符号 法 表达 式 
abc ¥* 十 dxe 一 jg 十 二 好 关 三 # 十 . 
(4) 将 变量 的 值 代入 波兰 符号 法 表达 式 
十 二 一 x 十 4x3133 十 12xx321 
计算 如 下 : 
十 二 一 * 十 4x3133 十 12x x321 
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十 二 一 十 4x3133 十 12 x61 
十 二 一 * 十 4x3133 十 126 
十 二 一 x 十 4 *313336 
十 二 一 x 十 433336 
十 二 一 *73336 
十 二 一 (21)336 
上 二 (18)36 
十 66 
(12) 
在 上 面 为 了 区 分 一 位 数 和 二 位 数 ,用 圆 括号 把 二 位 数 括 起 来 . 
将 变量 的 值 代入 逆 波兰 符号 法 表达 式 
431x 十 3x3 一 12 十 二 32x1x 十 


计算 如 下 : 
431x 十 3x3 一 12 十 二 32x1x 十 
43 十 3x3 一 12 十 二 32x1x 十 
73x 3 一 12 十 二 32x1x 十 
2 
C18》 由 征 寺 32%1% 本 
CL 
6 32*1x 十 
6 61* 十 
66 十 
《12) 
7.15 表示 命题 公式 的 2 又 树 如 图 7-14 所 示 . 用 前 序 行 遍 法 访问 该 树 并 删 去 所 有 括 
号 ,得 到 命题 公式 的 前 级 符号 法 表达 式 
一 人 V pnmr 一 人 pqVadr. 
用 后 序 行 遍 法 访问 该 树 并 删 去 所 有 括号 ,得 到 命题 公式 的 后 
级 符号 法 表达 式 
pqVr7iApngANgrV 一 一 . 
分 析 逮 辑 运算 中 有 一 元 运算 符 ” ,因此 表示 命题 公式 
的 2 叉 树 不 是 正则 的 . 由 于 一 的 运算 对 象 跟 在 它 的 后 面 ,所 以 
为 了 用 中 序 行 遍 法 访问 能 恢复 原 式 , 一 所 在 顶点 的 儿子 应 为 
右 儿 子 . 不 过 这 对 用 前 序 行 遍 法 访问 和 用 后 序 行 遍 法 访问 的 
结果 没有 影响 . 
7.16 答案 A: @; B: ©@; C: @; D: ©@. 
分 析 对 于 每 种 情况 都 先 求 出 非 同 构 的 无 向 树 , 然 后 求 出 每 棵 无 向 树 派 生出 来 的 所 有 
非 同 构 的 根 树 . 
2 阶 无 向 树 只 有 一 棵 , 它 有 两 个 1 度 顶 点 ,如 图 7-15(a) 所 示 . 以 一 个 顶点 为 树 根 , 另 一 
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个 顶点 为 树叶 ,得 到 一 棵 根 树 ,如 图 7-16(a). 

3 阶 非 同 构 的 无 向 树 也 只 有 一 棵 ,如 图 7-15(b) 所 示 . 它 有 两 个 1 度 顶点 ,一 个 2 度 顶 
点 . 有 两 棵 非 同 构 的 3 阶 根 树 , 一 棵 以 一 个 1 度 顶 点 为 根 , 另 一 棵 以 2 度 顶 点 为 根 ,如 
图 7-16(b) 所 示 . 

4 阶 非 同 构 的 无 向 树 有 两 棵 ,如 图 7-15(c) 所 示 . 第 一 棵 树 有 3 片 树叶 和 一 个 3 度 顶 
点 . 它 能 生成 两 棵 非 同 构 的 根 树 ,一 棵 以 一 片 树叶 为 根 , 另 一 棵 以 3 度 顶 点 为 根 , 如 图 7-16(c) 
所 示 . 第 二 棵 树 有 两 片 树叶 和 两 个 2 度 顶点 , 它 也 能 生成 两 棵 非 同 构 的 根 树 ,一 棵 以 一 片 树 
叶 为 根 , 另 一 棵 以 一 个 2 度 顶点 为 根 , 如 图 7-16(d) 所 示 . 所 以 4 阶 非 同 构 的 根 树 有 4 棵 . 


Fi ss A 


(a) (b) (0 (d) 
图 7-16 


5 阶 非 同 构 的 无 向 树 有 3 棵 ,如 图 7-15(d) 所 示 . 第 一 棵 能 派生 2 棵 非 同 构 的 根 树 , 第 
二 棵 能 派生 4 棵 非 同 构 的 根 树 ,第 三 棵 能 派生 3 棵 非 同 构 的 根 树 ,共有 9 棵 5 阶 非 同 构 的 根 
树 . 请 读者 将 它们 都 画 出 来 . 

7.17 答案 A: @@; B: ©; C: ®; D: ®; E: ®; F: @; 

G: @; Hi®, 
分 析 “将 所 有 的 频率 都 乘 100, 所 得 结果 按 从 小 到 大 顺序 排列 
Yog 5， vw 5 10， wa 10， ww. 15， vw 20， vw, 35。 


以 上 各 数 为 权 , 用 Huffman 算法 求 一 棵 最 优 2 又 树 ,如 图 7-17 所 示 . 


[oooo] [oool 


图 7-17 


对 照 各 个 权 可 知 各 字母 的 前 级 码 如 下 : 
a—10, 0 一 01， Cm d 一 110， 
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e—001, f—0001, g—0000. 

于 是 ,ab 的 码 长 为 2,c.d、e 的 码 长 为 3,f、g 的 码 长 为 4. 

W(T)= 二 255( 各 分 支点 的 权 之 和 ),W(T) 是 传输 100 个 按 给 定 频率 出 现 的 字母 所 用 的 
二 进 制 数字 的 个 数 ,因而 传输 10* 个 按 上 述 频率 出 现 的 字母 要 用 2. 55X10 二 25500 个 二 进 
制 数字 . 

最 后 还 应 指出 一 点 ,在 画 最 优 树 时 ,由 于 顶点 位 置 的 不 同 ,可 能 得 到 不 同 的 前 级 码 . 事 
实 上 ,交换 相同 码 长 的 代码 和 交换 频率 相同 的 字母 的 代码 不 会 改变 需要 的 二 进 制 数字 的 期 
望 个 数 . 从 而 ,只 要 它们 中 有 一 个 是 最 佳 前 级 码 , 其 他 的 也 都 是 最 佳 前 级 码 . 

7.18 答案 A: @; B: @. 

分 析 表示 算式 的 2 又 有 序 树 如 图 7-18 所 示 . 用 前 序 行 遍 法 访问 此 树 ,得 波兰 符号 法 
表示 式 为 

一 x*¥* 十 abc 十 de 一 fx*gh. 
用 后 序 行 遍 法 访问 此 树 ,得 逆 波 兰 符号 法 表示 式 为 
abi+cxdet * fgh * 一 一 . 
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常 3 章 ”组合 分 析 初 步 
内 容 提 要 


1. 加 法 法 则 与 乘法 法 则 


加 法 法 则 ”如 果 事 件 A 有 Zp 种 产生 的 方式 ,事件 B 有 g 种 产生 的 方式 , 则 事件 “A 或 
B” 有 p 十 q 种 产生 的 方式 . 

乘法 法 则 如 果 事件 A 有 zp 种 产生 的 方式 ,事件 B 有 g 种 产生 的 方式 , 则 事件 “A 与 
B” 有 pgq 种 产生 的 方式 . 

加 法 法 则 与 乘法 法 则 可 以 推广 到 个 事件 . 


2. 排列 与 组 合 的 定义 


设 S 为 n 元 集 从 S 中 有 序 选 取 的 7 个 元 素 叫做 S 的 一 个 ”~ 排列 ,不 同 排列 的 总 数 记 
作 已 . 如果 7 二 n, 则 称 这 个 排列 为 S 的 全 排列 ,简称 为 S 的 排列 . 

设 S 为 n 元 集 , 从 S 中 无 序 选 取 的 7 个 元 素 叫 做 S 的 一 个 7 组合, 不 同 组 合 的 总 数 记 
作 Cr 

集合 (ma 。，ai zz， xx。we} 叫 做 多 重 集 , 其 中 六 表示 元 素 a; 在 S 中 出 现 的 次 数 ， 
称 为 w 的 重复 度 . 通常 1 过 nn 过 2,i==1,2,…,k. 当 关 一 co 时 ,表示 S 中 含有 足够 多 的 a; 以 
供 选 取 . 

从 多 重 集 S 中 有 序 选取 的 7 个 元 素 叫 做 S 的 一 个 ”~ 排列. 当 7=w 十 nz 十 … 十 4 时 , 称 
为 S 的 全 排列 ,也 叫做 S 的 排列 . 

从 多 重 集 S 中 无 序 选取 的 x 个 元 素 , 也 就 是 S 的 一 个 ~ 子 多 重 集 ,叫做 S 的 一 个 > 
组 合 


3. 排列 组 合 的 基本 公式 


(1) 集合 的 排列 组 合 公式 . 
令 nl 二 n(n 一 1)…2X1, 规 定 0!1=1. 


nl 
a PS 
0， rn 
es 
7 环 排列 数 为 全 
SE 天 < 省 
C: = (om Bs 
0， rr 
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C=C0" 
二 全 和 区 二 交 
(2) 多 重 集 S== {masnz* az ak); 令 n= 二 而 十 nz 十 … 十 mx. 且 将 S 的 > 排列 
数 与 7r 组 合 数 分 别 记 作 N, 与 N.. 
"二 nn 且 所 有 的 n; 宇 r 


N, = nl i 
， rr 二 7 
mlnz 1 7 1 


N. = 


1， 广 一 了 


人 ， 了 二 n 且 所 有 的 n; 宇 r 


0， rn 


上 而 公式 中 的 古寺 1 可 简 记 为 [ 


721 1722 1 7 


] -如果 限定 多 重信 S 一 {ce，ai,co。az，…， 
ceo。wj),r>A, 且 S 中 每 种 元 素 在 ~ 组 合 中 至 少 出 现 一 次 , 则 S 的 ~ 组 合 数 是 C 拓 1. 
4. 递 推 方程 的 求解 方法 


721722 "ng 


递 推 方程 的 定义 : 设 序列 oo ,al ,…,w… 简 记 为 fa,}) ,一 个 把 w 与 某 些 个 (Ci< zz) 联 系 
起 来 的 等 式 叫做 关于 序列 {a, } 的 递 推 方程 . 
通过 递 推 方程 和 初 值 求 得 函数 a, 的 显示 表达 式 ( 非 递归 表示 ) 称 为 求解 递 推 方程 . 
递 推 方程 的 求解 方法 有 迭代 归纳 法 和 递归 树 法 . 这 些 方法 的 基本 思想 就 是 : 对 于 所 有 
的 n,n 一 1,n 一 2… 不 断 用 方程 的 右 部 替换 表达 式 或 者 递归 树 中 的 函数 项 ,直到 初 值 为 止 ,从 
而 得 到 一 系列 的 项 之 和 . 然后 通过 求 和 公式 把 这 个 和 求 出 来 ,或 者 估计 出 这 个 和 的 渐 近 的 
上 界 . 所 得 到 的 解 是 否 正确 ,可 以 通过 归纳 法 进行 验证 . 
递 推 方程 在 递归 算法 的 分 析 中 有 着 重要 的 应 用 . 分 治 算法 的 递 推 方程 通常 具有 下 述 形 
式 : 设 a.6b 为 正 整 数 ,n 为 问题 的 输入 规模 (不 妨 设 "一 名 ) ,z/p 为 子 问 题 的 输入 规模 ,a 为 子 
问题 个 数 ,dz) 为 将 原 问题 分 解 成 子 问题 以 及 将 子 问题 的 解 综合 得 到 原 问 题解 的 代价 . 那 
么 算法 的 时 间 复 杂 度 函数 满足 下 述 递 推 方程 ; 
TQ) = aT(n/D)+dn), n= 
a t 为 某 个 常数 
当 dx) 二 c 时 ,c 代表 某 个 常数 , 则 该 递 推 方 程 的 解 是 
Ons )，4 天 1 
O(logn), a=1 
当 d0)= 二 cn 时 ,ce 代表 某 个 常数 , 则 该 递 推 方程 的 解 是 
O(n), a 
T(n) = 区 a=b 


Oln®s), a>b 


T(n) = | 


5. 小 结 


通过 本 章 的 学 习 应 该 达到 下 面 的 基本 要 求 : 使 用 加 法 法 则 、 乘 法 法 则 等 计数 规则 进行 
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组 合计 数 . 正确 使 用 排列 组合、 多重 集 排列 多 重 集 组 合 公式 解决 实际 的 计数 问题 . 能 够 
针对 实际 计数 问题 确定 相应 的 递 推 方程 和 初 值 , 并 加 以 求解 . 


习 题 


题 8. 1 一 题 8. 5 的 要 求 是 从 供 选择 的 答案 中 选 出 应 填 和 人 叙述 中 的 口内 的 正确 答案 . 

8.1 某 产品 加 工 需 要 1、2、3、4、5 道 工序 . 那么 安排 这 些 加 工 工序 共有 [AI 种 方法 . 若 
工序 1 必须 先 加 工 , 则 有 固 种 方法 . 若 工 序 4 不 能 放 在 最 后 加 工 , 则 有 [器 种 方法 . 若 工序 3 
必须 紧 跟 在 工序 2 的 后 边 , 则 有 [加 种 方法 . 若 工序 3 必须 在 工序 5 的 前 边 , 则 有 [加 种 方法 . 


供 选择 的 答案 
A .BCD ELE: 
© 6; © 12; ©®@ 24; @ 30; © 48; 
© 60; ©@ 80; @® 96; ©@ 100; @ 120. 


8.2 100 件 产品 ,从 其 中 任意 抽出 3 件 共 有 [A 种 方法 .如果 100 件 产品 中 有 2 件 次 
品 , 则 抽出 的 产品 中 恰好 有 2 件 次 品 的 有 [加 种 方法 ,至 少 有 1 件 次 品 的 有 [Cj 种 方法 ,恰好 有 
1 件 次 品 的 有 [加 种 方法 ,没有 次 品 的 有 [天 种 方法 . 

供 选 择 的 答案 

A.B.C.D.E: 

OO1; ©@ 100; @ 98; @ 4753; @ 9506; 

© 9604; 152096;  @156947;  @161700; 人 @ 以 上 答案 都 不 对 . 

8.3 从 整数 1,2,…,50 中 选 出 2 个 数 ,共有 [A 种 方法 . 若 这 2 个 数 之 和 是 偶数 , 则 有 
B| 种 方法 . 若 其 和 为 奇数 , 则 有 [Cj 种 方法 . 若 其 差 等 于 7, 则 有 |[D| 种 方法 . 若 其 差 小 于 等 于 


7, 则 有 国 种 方法 . 
供 选 择 的 答案 
A.B.C.D、E: 
© 43; © 100; @ 300; @ 322; @ 600; 
© 625; ©® 672; 1200; ©@ 1225; 四 以 上 答案 都 不 对 . 


8.4 书架 上 有 9 本 不 同 的 书 ,其 中 4 本 是 红 皮 的 ,5 本 是 白 皮 的 , 则 

(1) 9 本 书 的 排列 有 [Aj 种 方法 . 

(2) 若 白 皮 书 必须 排 在 一 起 , 则 有 [如 种 方法 . 

(3) 若 白皮书 排 在 一 起 ,红皮书 也 排 在 一 起 , 则 有 [Cj 种 方法 . 

(4) 若 所 有 的 白皮书 必须 排 在 红皮书 的 前 边 , 则 有 加 |] 种 方法 . 

(5) 若 红皮书 与 白皮书 必须 相间 , 则 有 [四 种 方法 . 

供 选 择 的 答案 

A BC DE: 

© 576; © 1152; @ 1440; @ 2880; ©® 5760; 
.110 。 


© 7200; © 14 400; @® 28 800; @@ 362 880; ”人 @ 以 上 答案 都 不 对 . 
8.5 从 去 掉 大 小 王 的 52 张 扑克 牌 中 任意 选 出 5 张 牌 , 则 有 [Aj 种 方法 . 

(1) 如 果 其 中 含有 4 张 玉 , 则 有 四 种 方法 . 

(2) 如 果 这 5 张 牌 的 点 数 恰好 是 连续 分 布 的 ,例如 ,9.8、 7.6.5, 那 么 有 [Cj 种 方法 . 
(3) 如 果 这 5 张 牌 是 同 种 花色 的 , 则 有 [Dj 种 方法 . 

(4) 如 果 这 5 张 牌 的 点 数 都 不 相同 , 则 有 [四 种 方法 . 


供 选择 的 答案 
A © PE; De. 
B.C.D.E: ©@ 48; @ 196; © 1024; © 1287; 
©® 5148; @® 10 240; @@ 1317888; @ 以 上 数字 都 不 对 . 
8.6 (1) 15 名 篮球 队员 被 分 到 A、B、C 3 个 组 ,使 得 每 个 组 有 5 名 运动 员 , 那 么 有 多 少 
种 方法 ? 


(2) 15 名 篮球 队员 被 分 成 3 个 组 ,使 得 每 个 组 有 5 名 运动 员 ,那么 有 多 少 种 方法 ? 

8.7 从 整数 1,2,…,100 中 选 出 3 个 数 ,使 得 它们 的 和 正好 被 4 整除 ,有 多 少 种 方法 ? 

8.8 有 相同 的 红 球 4 个 , 黄 球 3 个 , 白 球 3 个 ,如 果 把 它们 排 成 一 条 直线 , 则 有 多 少 种 
方法 ? 

8.9 ”从 0.1.2 这 3 个 数字 中 可 重复 地 选择 个 数字 排列 ,有 和 多少 种 排 法 ? 若 不 允许 相 
邻 位 置 的 数字 相同 又 有 多 少 种 排 法 ? 

8.10 从 集合 {fa ,as，… ,ao) 中 无 序 选 取 4 个 元 素 , 求 

(1) al az .as 中 至 多 选取 其 一 的 方法 数 . 

(2) ul as .as 中 不 能 同时 选取 2 个 但 可 以 同时 选取 3 个 的 方法 数 . 

(3) al as vas 中 不 能 同时 选取 3 个 且 as 和 us 或 者 不 取 或 者 全 取 的 方法 数 . 

8.11 多 重 集合 {5 a,1，b,1，c,1*，d,1，e}) 中 的 全 体 元 素 构 成 字母 序列 , 求 其 中 

(1) 任何 2 个 a 都 不 相 邻 的 序列 数 . 

(2) bc.de 中 任何 2 个 字母 不 相 邻 的 序列 数 . 

8.12 求 满足 不 等 式 zi 十 zs 十 zs 入 6 的 正 整数 解 的 个 数 . 

8.13 求 多 重 集 S 二 {3。，a,4。4,2。c) 中 的 所 有 元 素 构 成 的 , 且 同 类 字母 的 全 体 不 能 
相 邻 的 排列 数 . 例如 ,排列 aabbbacbc 符合 要 求 , 而 排列 abbbbcaac 不 符合 要 求 . 

8.14 (1) 设 有 一 排 n 个 座位 ,顺序 标记 为 1.2,…,n, 若 从 其 中 选 出 个 座位 并 使 得 没 
有 两 个 座位 是 相 邻 的 , 问 有 多 少 种 选 法 ? 

(2) 和 (1) 类 似 , 如 果 这 个 座位 围 成 一 个 圆圈 ,车 从 其 中 选 出 个 座位 并 使 得 没有 两 
个 座位 是 相 邻 的 , 问 有 多 少 种 选 法 ? 

8.15 一 个 商店 出 售 20 种 冰激凌 . 一 个 顾客 买 4 盒 冰 激 凌 , 问 有 多 少 种 选 法 ? 如 果 
4 盒 中 只 有 3 种 冰激凌 , 问 有 多 少 种 选 法 ? 

8.16 有 3 类 明信片 ,分 别 是 3、4、5 张 . 把 它们 全 部 送 给 5 个 朋友 (允许 有 的 人 得 到 
0 张 ), 问 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

8.17 有 多 少 种 方法 把 2n 十 1 个 苹果 分 给 3 个 孩子 ,使 得 任 2 个 孩子 的 苹果 数 加 在 一 
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起 比 第 3 个 孩子 的 苹果 数 多 ? 

8.18 有 3 只 蓝 球 .2 只 红 球 .2 只 黄 球 排 成 一 排 . 若 要 求 黄 球 不 相 邻 , 问 有 多 少 种 排 法 ? 

8.19 由 2 个 1.3 个 2.2 个 3 组 成 7 位 数 ,要 求 在 这 些 数 中 不 出 现 连续 的 2 个 1 .连续 
的 3 个 2 和 连续 的 2 个 3, 问 这 样 的 7 位 数 有 多 少 个 ? 

8.20 ”在 空间 直角 坐标 系 中 如 果 一 个 点 的 zx、y、z 坐标 都 是 整数 ,就 称 这 个 点 为 整 点 . 
求 由 平面 z+ 十 y 十 z==n 和 zx 二 0、y 二 0、z 二 0 的 所 围 成 区 域 (包括 围 成 区 域 的 平面 在 内 ) 的 整 
点 个 数 ,这 里 的 是 给 定 的 正 整 数 . 

8.21 求 以 是 nn 边 形 的 顶点 作为 顶点 ,以 n 边 形 内 部 的 对 角 线 作为 边 的 三 角形 有 多 少 个 ? 

8.22 设 N={1,2,…,n}),f: NN. 

(1) 如 果 f 是 单调 递增 的 , 问 不 同 的 有 多 少 个 ? 

(2) 如 果 f 是 严格 单调 函数 , 问 不 同 的 有 多 少 个 ? 

8.23 ”从 {1,2,…,9) 中 选取 不 同 的 数字 构成 7 位 数 . 如 果 5 和 6 不 相 邻 , 则 有 多 少 个 
不 同 的 7 位 数 ? 

8.24 在 1 到 1000 之 间 ( 包 括 1 和 1000 在 内 ) 有 多 少 个 整数 其 各 位 数字 之 和 小 于 7? 

8.25 设 A 为 n 元 集 ,A 上 可 定义 多 少 个 不 同 的 二 元 关系 ? 其 中 有 

(1) 多 少 个 二 元 关系 是 自 反 并 且 对 称 的 ? 

(2) 多 少 个 二 元 关系 既 不 是 对 称 的 ,也 不 是 反对 称 的 ? 

8.26 求解 下 列 递 推 方程 . 

(1) T(n)=T(n/2)+n,n=2:,T(2)=1. 

(2) T(n)=T(n—1)+n,T()=1. 

(3) T(n)=4T(n/2)++ O(n). 

(4) T(n)=2T(n/2)+On). 

8.27 设 a 为 实数 ,n 为 正 整数 且 恰 好 是 2 的 寡 . 用 下 述 算法 计算 a". 算法 的 思路 是 : 
如 果 已 经 计算 出 了 a”, 那 么 将 这 个 数 与 自己 相 乘 ,就 可 以 得 到 a”. 

(1) 设 算法 对 给 定 n 所 做 的 乘法 次 数 是 荆 (0) , 列 出 T(n) 满 足 的 递 推 方程 和 初 值 . 

(2) 估计 工 070) 的 阶 . 

(3) 下 面 的 数列 {F, } 称 做 Fibonacci 数列 

yh 

其 中 已 满足 下 ,二 ,i 十 Fs ,让 王 1, 下 二 1. 在 该 数列 的 前 面 加 上 一 个 0, 用 数学 归纳 法 


证 明 
Fn F,. 下 王权 
| F, we | ,| 
(4) 对 于 nn 二 2*,k 为 正 整 数 ,如 何 利 用 上 述 公式 和 算法 计算 F,? 把 这 个 算法 与 直接 利 
用 递 推 公 式 FF 二 FF,-1 十 F,-; 用 加 法 计算 已 , 的 算法 进行 比较 ,哪个 效率 更 高 ? 为 什么 ? 
8.28 双 Hanoi 塔 问题 是 Hanoi 塔 问题 的 一 种 推广 ,与 Hanoi 塔 的 不 同 点 在 于 : 2n 个 
圆 盘 分 成 大 小 不 同 的 对 ,每 对 圆 盘 完全 相同 . 初始 ,这 些 圆 盘 按 照 从 大 到 小 的 次 序 从 下 到 
上 放 在 A 柱 上 ,最 终 要 把 它们 全 部 移 到 C 柱 ,移动 的 规则 与 Hanoi 塔 相同 . 
(1) 设计 一 个 移动 的 算法 . 
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(2) 计算 你 的 算法 所 需要 的 移动 次 数 . 

8.29 设 A 是 z(z>1) 个 不 等 的 正 整数 构成 的 集合 ,其 中 ”一 和 ,为 正 整数 . 考虑 下 
述 在 A 中 找 最 大 和 最 小 的 算法 MaxMin: 如 果 A 中 只 有 2 个 数 ,那么 比较 1 次 就 可 以 确定 
最 大 数 与 最 小 数 . 否则 ,将 A 划分 成 相等 的 两 个 子 集 A; 与 A,. 用 算法 MaxMin 递归 地 在 
Ai 与 A, 中 找 最 大 与 最 小 . 令 aa .as 分 别 表示 A, 与 As 中 的 最 大 数 ,0 与 2。 分 别 表示 A， 
与 A, 中 的 最 小 数 ,那么 max{w ,as } 与 min{ bs) 就 是 所 需要 的 结果 . 对 于 规模 为 的 输 
入 ,计算 算法 MaxMin 最 坏 情况 下 所 做 的 比较 次 数 . 

8.30 利用 递 推 方程 求解 1,2,….n 的 错位 排列 个 数 DD，,. 

8.31 设 P(z)==ao 十 qz 十 … 十 a,_17”! 十 x" 是 最 高 次 项 系数 为 1 的 nn 次 多 项 式 , 使 
得 PCz)=0 的 数 z 称 为 该 多 项 式 的 根 . 假设 存在 算法 A 和 B, 其 中 A 可 以 在 O(k) 时 间 内 
计算 一 个 上 次 多 项 式 与 一 个 1 次 多 项 式 的 乘积 ;B 可 以 在 O(ilogi) 时 间 内 计算 两 个 i 次 多 项 
式 的 乘积 . 利用 算法 A 和 B 设计 一 个 算法 确定 以 给 定 整 数 di,d;,…,d, 为 根 的 n 次 多 项 式 
P(z) 的 表达 式 , 并 估计 算法 最 坏 情况 下 的 运行 时 间 . 

8.32 在 Internet 上 的 搜索 引擎 经 常 需要 对 信息 进行 比较 ,比如 可 以 通过 某 个 人 对 一 
些 事物 的 排名 来 估计 他 (或 她 ) 对 各 种 不 同 信息 的 兴趣 ,从 而 实现 个 性 化 的 服务 . 对 于 不 同 
的 排名 结果 可 以 用 逆序 来 评价 它们 之 间 的 差异 . 考虑 1,2,…, 的 排列 鹿 i2…i, ,如 果 其 中 
存在 局 ,i ,使 得 jk 但 是 i 这 i, 那么 就 称 (ij ,ii) 是 这 个 排列 的 一 个 逆序 . 一 个 排列 含有 道 
序 的 个 数 称 为 这 个 排列 的 逆序 数 . 例如 排列 263451 含有 8 个 逆序 (2,1),(6,3),(6,4)， 
(6,5),(6,1),(3,1),(4,1),(5,1), 它 的 逆序 数 就 是 8. 显然 ,由 1,2,…,n 构成 的 所 有 nn! 个 
排列 中 ,最 小 的 逆序 数 是 0, 对 应 的 排列 就 是 12…n; 最 大 的 逆序 数 是 n(n 一 1)/2, 对 应 的 排 
列 就 是 n(n 一 1)…21. 逆序 数 越 大 的 排列 与 原始 排列 的 差异 度 就 越 大 . 利用 二 分 归并 的 排 
序 算 法 可 以 计数 一 个 排列 的 逆序 . 它 的 主要 思想 是 : 在 递归 调用 算法 分 别 对 子 数组 工 ) 与 
Ls 排序 时 ,计数 每 个 子 数组 内 部 的 逆序 ;在 归并 排 好 序 的 子 数组 Li 与 Ls 的 过 程 中 ,计数 
Li 的 元 素 与 L; 的 元 素 之 间 产 生 的 逆序 . 在 算法 运行 中 每 次 得 到 的 逆序 数 都 加 到 逆序 总 数 
上 . 下 面 是 一 个 归并 过 程 的 例子 . 

假如 两 个 排 好 序 的 子 数 组 是 1.4,5 和 2,3,6, 在 归并 时 , 先 比较 1 和 2,1 一 2, 没 有 逆序 ， 
移 走 1 ,第 一 个 数组 剩 下 2 个 数 ;接着 比较 4 和 2,4>2, 第 一 个 数组 的 4,5 都 与 2 构成 逆序 ， 
即 (4,2),(5,2) ,与 2 有 关 的 逆序 数 恰 好 等 于 第 一 个 数组 剩 下 的 元 素 个 数 . 移 走 2 ,逆序 总 数 
加 2. 接着 比较 4 和 3, 移 走 3, 再 增加 2 个 逆序 ;接着 比较 4 和 6, 移 走 4, 不 增加 逆序 :比较 5 
和 6, 移 走 5, 不 增加 逆序 . 在 这 个 过 程 中 逆序 数 共 增加 了 4, 恰 好 等 于 1,4,5 与 序列 2,3,6 
的 数 之 间 构 成 的 逆序 总 数 . 如 果 n 是 2 的 寡 , 计 算 上 述 求 逆序 的 算法 在 最 坏 情 况 下 使 用 的 
比较 次 数 . 


习题 解答 


组 合计 数 的 公式 不 难 理解 ,但 应 用 起 来 却 很 灵活 ,如 果 考 虑 得 不 细致 就 容易 出 错 . 在 具 
体 给 出 习题 解答 以 前 先 就 基本 组 合计 数 问题 的 解 题 技巧 做 一 点 介绍 . 
二 


1. 组 合 问题 的 “一 一 对 应 ” 


先 看 一 个 简单 的 例子 . 

设 有 100 个 人 参加 乒乓 球 比赛 ,比赛 采用 淘汰 制 . 如 果 某 人 在 一 场 比赛 中 输 了 ,就 被 淘 
汰 出 去 ,而 不 能 再 进入 下 一 轮 的 比赛 , 问 至 少 需要 进行 多 少 场 比赛 才能 决 出 冠军 ? 

一 种 自然 的 想法 是 先 将 100 人 分 成 50 组 ,第 1 轮 进行 50 场 比赛 ,取胜 的 人 进入 第 
2 轮 . 第 2 轮 须 安排 25 场 比赛 . 那么 第 3 轮 须 安排 12 场 比赛 ,1 人 轮空 . 第 4 轮 须 安排 6 场 
比赛 ,仍旧 有 1 人 轮空 . 类似 地 ,第 5 轮 3 场 ,第 6 轮 2 场 ,到 第 7 轮 1 场 决 出 冠军 . 总 共 需 
进行 

50 十 25 十 12 十 6 十 3 十 2 十 1 二 99 

场 比赛 . 能 不 能 用 少 于 99 场 的 比赛 来 决 出 冠军 呢 ? 不 能 ! 我 们 换 一 个 角度 考虑 问题 . 
100 名 选手 中 只 能 产生 一 个 冠军 ,因此 ,必须 经 过 比赛 淘汰 掉 99 个 选手 . 而 每 一 场 比赛 恰好 
淘汰 掉 1 名 选手 .比赛 与 淘汰 的 选手 是 一 一 对 应 的 ,因此 为 淘汰 99 名 选手 至 少 要 举行 
99 场 比赛 . 

这 种 考虑 问题 的 方法 就 是 “一 一 对 应 ”的 方法 ,利用 这 种 方法 往往 会 收 到 意 想不到 的 结 
果 . 通常 的 做 法 是 把 一 个 新 的 组 合计 数 问题 与 某 个 已 知 的 组 合计 数 模型 之 间 建 立 一 一 对 应 
的 联系 ,然后 直接 利用 已 知 计数 模型 的 公式 或 结果 求解 . 

常用 的 组 合计 数 模型 有 以 下 两 个 . 

(1) 选取 模型 . 这 种 选取 模型 可 分 成 4 个 子 类 : nn 元 集 的 有 序 或 无 序 选 取 ; 多 重 集 的 有 
序 或 无 序 选 取 . 它们 分 别 对 应 于 集合 或 多 重 集 的 排列 组 合 , 相 应 的 公式 已 经 在 本 章 的 第 一 
节 中 给 出 . 其 中 只 有 当 多 重 集 S 二 {mw ai,n2 as，… ,m2。ax) 中 的 某 个 重复 数 n; 二 r 时 ,不 
存在 相应 的 排列 组 合 公式 ,在 这 种 情况 下 只 能 用 其 他 的 组 合计 数 方法 求解 . 

(2) 不 定 方 程 的 模型 ,考虑 方程 

TI 十 Tz 十 十 TX 二 7 
人 EN, i=1,2,.,k 

的 解 的 个 数 , 这 也 是 典型 的 组 合 问题 ,结果 为 Ci;,_1. 这 个 计数 问题 与 多 重 集 S= {0 a， 
50 as,…*,59。ar} 的 7 组 合 数 问 题 是 一 一 对 应 的 ,因为 S 的 任何 一 个 ~ 组合 就 是 S 的 子 多 
重 集 (zi。，ai,z。az, Th * a4) ,其 中 民 十 zz 十 … 十 zh 二 7r, 且 x; EN,i==1,2,*…,k. 

可 以 把 这 个 模型 做 一 点 推广 . 考虑 下 面 的 方程 

Ee et 
{ Zr, XENi=1,2,,k 
的 解 的 计数 问题 . 这 里 的 x; 至 少 要 等 于 某 个 正 整 数 1;. 可 以 通过 变换 将 这 类 问题 转变 成 前 
面 的 不 定 方程 问题 求解 . 例如 ,在 方程 
Zi 十 zz 十 za 一 15 
"a 二 5 E NM. 
中 , 令 z= 一 1,x2 二 xs 一 2,Xs 二 Xx3 一 2, 得 到 方程 
San 10 
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显然 这 两 个 不 定 方程 的 解 是 一 一 对 应 的 . 

除了 这 两 个 组 合计 数 模型 以 外 ,还 有 许多 其 他 的 计数 模型 . 限于 篇 幅 , 这 里 不 再 介绍 . 
和 希望 读者 在 学 习 过 程 中 不 断 归 纳 、 积 累 . 掌握 的 组 合计 数 模型 越 多 , 解 题 的 方法 就 越 多 , 思 
路 也 就 更 加 灵活 . 


2. 加 法 法 则 与 乘法 法 则 


加 法 法 则 与 乘法 法 则 是 组 合计 数 的 基本 原则 ,在 许多 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 . 两 个 原 
则 的 氢 述 非常 简单 ,但 在 使 用 时 要 注意 它们 的 前 提 条 件 和 区 别 . 

使 用 加 法 法 则 的 前 提 条 件 是 “产生 的 方式 不 能 重 释 ”, 即 同一 种 产生 方式 只 能 属于 一 
事件 . 如 果 把 每 个 事件 的 产生 方式 作为 元 素 构成 集合 ,那么 任意 两 个 集合 都 是 不 交 的 . 因 
此 ,所 有 产生 方式 的 总 数 是 各 类 产生 方式 数 之 和 . 而 乘法 法 则 的 前 提 条 件 是 “产生 方式 彼此 
独立 ”, 即 不 同事 件 的 产生 方式 之 间 互 相 没有 影响 ,各 种 事件 的 产生 方式 可 以 任意 选取 ,而 不 

会 受到 其 他 事件 产生 方式 的 干扰 . 

加 法 法 则 与 乘法 法 则 的 使 用 是 有 区 别 的 . 加 法 法 则 用 于 分 类 选取 ,而 乘法 法 则 用 于 分 
步 选取 . 通常 在 对 产生 方式 进行 计数 时 , 先 根据 不 同 的 特征 将 所 有 的 方式 划分 成 若干 类 , 当 
每 一 类 的 方式 数 都 得 到 以 后 ,通过 相 加 求 得 最 终结 果 , 这 就 是 分 类 选取 ,对 应 于 加 法 法 则 . 
而 在 计数 每 一 类 选取 的 方式 时 ,往往 要 经 过 几 步 选择 才能 完成 .比如 说 ,选择 一 条 从 A 经 过 
B.C, 最 终 到 达 D 的 道路 就 需 3 步 : A 一 B,B 一 C,C 一 D， 如 果 缺 少 其 中 的 任何 一 步 都 不 能 
得 到 一 种 完整 的 选 法 ,而 不 同步 的 选 法 是 相互 独立 的 . 这 种 分 步 选取 恰恰 对 应 了 乘法 法 则 . 
分 类 选取 的 每 一 类 计数 都 是 满足 某 种 特征 的 最 终 选 法 ,而 分 步 选 取 的 每 一 步 计数 只 是 计数 
了 构成 整个 选 法 的 一 系列 选择 中 的 一 步 选 择 . 

在 处 理 实际 选取 问题 时 经 常 将 加 法 法 则 ,乘法 法 则 与 简单 的 排列 组 合 公 式 结合 起 来 使 
用 . 对 于 初学 者 来 说 为 了 使 结果 更 可 靠 , 尽 量 从 多 种 角度 分 析 问 题 和 求解 问题 . 如 果 使 用 
不 同 的 方法 能 得 到 相同 的 结果 ,这 种 结果 就 更 为 可 信 . 

下 面 是 本 章 习 题 的 解答 . 

8.1 A: @; B: @; C: ®; D: @; E: ©. 

分 析 这 是 一 个 从 含 5 道 工 序 的 集合 中 进行 有 序 选 取 的 问题 .如果 不 加 任何 限制 地 选 
择 5 道 工 序 , 方 法 数 为 


Pi = 5!= 120., 
如 果 工 序 1 必须 先 加 工 , 则 方法 数 是 后 4 道 工序 的 排列 数 Pi. 若 工序 4 不 能 放 在 最 后 加 工 ， 
则 总 方法 数 为 
Pi—Pt=5!—4!= 96. 
这 里 的 Pt 表示 工序 4 放 在 最 后 加 工 的 方法 数 . 换 一 个 角度 考虑 问题 ,可 以 将 所 有 的 选 法 按 
工序 4 分 别 放 在 第 1、 第 2. 第 3 和 第 4 道 工 序 进行 分 类 . 根据 加 法 法 则 有 
Pt+Pt+Pi+Pt 一 4P; 一 96 
种 方法 . 两 个 结果 完全 一 样 . 若 工 序 3 必须 紧 跟 在 工序 2 的 后 边 , 选 法 数 也 是 Pi ,因为 这 时 
可 将 工序 2 和 工序 3 看 成 一 个 整体 与 其 他 的 工序 进行 排列 . 解决 以 上 问题 的 组 合 模型 是 选 
取 模 型 ,公式 是 加 法 法 则 和 基本 的 排列 组 合 公式 . 
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对 于 本 题 的 最 后 一 问 ,如 果 也 采取 分 类 选取 的 方法 就 很 麻烦 . 一 种 分 类 方法 是 : 工序 3 
排 在 第 1 位 ,有 Pt 二 24 种 方法 ;工序 3 排 在 第 2 位 ,有 Pt 一 户 二 24 一 6 二 18 种 方法 ;工序 3 
排 在 第 3 位 有 2Pi 王 2X6 王 12 种 方法 ;工序 3 排 在 第 4 位 有 户 二 6 种 方法 . 由 加 法 法 则 ,总 
选 法 数 是 24 十 18 十 12 十 6 二 60. 如 果 用 一 一 对 应 的 方法 求解 就 很 方便 . 观察 到 工序 3 排 在 
工序 5 前 边 的 选 法 与 工序 5 排 在 工序 3 前 边 的 选 法 是 一 一 对 应 的 , 故 所 求 的 选 法 数 占 总 选 
法 数 的 一 半 ,结果 得 60. 

8.2 A: @; BO; C: ©; D, ©; E. @: 

分 析 这 里 的 问题 是 一 个 无 序 选 取 的 问题 . 从 100 件 产品 中 任意 抽出 3 件 , 有 Ciw = 
161 700 种 方法 ,其 中 恰 有 2 件 次 品 的 方法 有 C3s 二 98 种 方法 .为 确定 至 少 有 1 件 次 品 的 方 
法 有 两 个 途径 . 一 是 确定 无 次 品 的 方法 数 C3 二 152 096 ,然后 从 总 方法 数 减 去 这 种 方法 
数 , 即 

Ciw 一 Cjs = 161 700 一 152 096 = 9604. 

二 是 进行 分 类 选取 ,惟有 1 件 次 品 的 方法 数 是 2C3, , 恰 有 2 件 次 品 的 方法 数 是 Cls ,两 项 相 
加 得 


2C3s 十 Cls 一 9604. 

两 种 途径 结果 一 样 . 

8.3 A: ©@; B: ©; C: ©; D: OO; Es @. 

分 析 将 {1,2,…,50) 划 分 成 两 个 子 集 ,其 中 A 是 奇数 构成 的 子 集 ,B 是 偶数 构成 的 子 
集 . 若 两 个 数 之 和 为 偶数 , 则 它们 必 同 时 取 自 A 或 同时 取 自 B. 由 加 法 法 则 方法 数 是 2C3 = 
600. 若 两 个 数 之 和 为 奇数 ,它们 只 能 一 个 取 自 A, 而 另 一 个 取 自 B. 由 乘法 法 则 有 Cls C3 = 
625 种 方法 . 若 两 个 数 之 差 等 于 7, 则 这 两 个 数 只 能 按 下 述 方式 选取 : 1 和 8,2 和 9,3 和 10， 
…,43 和 50. 共有 43 种 方式 . 对 于 两 个 数 之 差 小 于 等 于 7 的 选 法 ,按照 其 差分 别 为 1,2， 
…,7 进行 分 类 ,对 应 各 类 的 选 法 数 是 49,48,… ,43. 由 加 法 法 则 ,总 的 方法 有 49 十 48 十 … 十 
43 一 322 种 . 

8.4 A: ©@; B: ©; C: @; D: @; E: @. 

分 析 这 道 题 是 典型 的 分 步 选 取 问 题 . 由 于 选取 是 有 序 的 ,在 有 些 步 的 计数 时 会 涉及 
集合 的 排列 公式 . 

9 本 书 的 排列 有 9! 王 362 880 种 方法 . 为 了 保证 白皮书 排 在 一 起 ,可 以 分 两 步 做 : 先 将 
所 有 的 白皮书 进行 排列 ,然后 将 排 好 的 白皮书 作为 一 个 整体 再 与 剩 下 的 红皮书 一 起 排列 . 
由 乘法 法 则 ,这 种 排列 有 515! 王 14 400 种 方法 . 类 似 地 分 析 可 以 知道 ,白皮书 排 在 一 起 且 红 
皮 书 也 排 在 一 起 的 方法 数 是 2X5!14!=5760, 白 皮 书 必须 排 在 红皮书 前 边 的 方法 数 是 
514! 王 2880. 最 后 ,对 于 红皮书 与 白皮书 必须 相间 的 排 法 可 分 两 步 构成 , 先 将 5 本 白皮书 排 
好 作为 格子 的 分 界 ,然后 将 4 本 红皮书 放 入 4 个 格子 ,所 求 方法 数 是 514! 王 2880. 

8.5 A: ©@; B: @; C: @; D: ©; E: @. 

分 析 ”从 52 张 牌 中 任 选 5 张 牌 的 方法 数 是 C5,. 

(1) 若 其 中 含 4 张 天 , 剩 下 的 1 张 从 其 他 48 张 中 选 取 , 有 48 种 方法 . 

(2) 若 5 张 牌 点 数 连续 分 布 ,点 数 最 小 的 牌 可 以 是 A,2,…',10, 共 10 种 可 能 . 对 于 每 一 
种 点 的 分 布 方案 ,每 张 牌 可 以 取 4 种 花色 . 根据 加 法 法 则 和 乘法 法 则 有 10X 人 二 10 240 种 
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方法 . 

(3) 若 5 张 牌 是 同 花 色 的 ,按照 花色 的 不 同 可 将 选 法 分 成 4 类 ,针对 其 中 一 种 选 定 的 花 
色 又 可 以 从 13 张 牌 中 任 取 5 张 , 因 此 ,所 求 的 选 法 有 4Cj: 一 5148 种 . 

(4) 若 5 张 牌 的 点 数 都 不 相同 , 则 点 数 有 Ci 种 分 配 的 方案 . 针对 其 中 任何 一 种 分 配方 
案 ,每 种 点 数 的 牌 又 可 以 有 4 种 花色 的 选择 , 故 所 求 的 方法 数 是 Ci,45 二 1 317 888. 

5 三 0756: 


(2) 二 CChC 二 126 126. 


8.7 把 100 个 数 按 除 以 4 的 余数 是 0、1、2、3 分 成 4 组 ,分 别 记 作 A、B.C、.D, 则 所 求 的 
选 法 可 分 类 如 下 : 

3 个 数 同时 取 自 A: C3;. 

2 个 数 取 自 B,1 个 数 取 自 C: C3 C3s. 

2 个 数 取 自 C,1 个 数 取 自 A: C2sC3s. 

2 个 数 取 自 D,1 个 数 取 自 C: C2sC3s. 

A.、B.D 每 组 各 取 1 个 : ClsCls Cs. 
由 加 法 法 则 所 求 方法 数 

N = CBs + 3C&sCls + (Cs) = 40 425. 


8.8 令 S 一 (4， 红 球 ,3 黄 球 ,3， 白 球 ) , 则 S 的 全 排列 数 为 T 


8.9 在 排列 中 及 位 . 如 果 不 加 任何 限制 ,每 一 位 都 有 3 种 选 法 ,不 同 的 排列 有 3” 
种 . 如 果 要 求 相 邻 的 数字 不 同 ,那么 第 1 位 有 3 种 选 法 ,从 第 2 位 到 第 位 每 位 只 有 2 种 选 
法 ,所 以 不 同 的 排列 有 3X 2 一 :种 . 

8.10 (1) 将 所 求 选 法 分 类 如 下 . 

asaa as 中 恰 选 1 个 : 3Gs. 

al dz da 全 不 选 : Cs. 

Ni =3Ci 十 C4 一 75. 

(2) 将 所 求 选 法 分 类 如 下 . 

ai az .aa 中 至 多 选 1 个 : 75. 

ai saz as 全 部 选中 : CG. 

N; = 75++6 = 81. 

(3) 将 所 求 选 法 分 类 如 下 . 

wa sas 全 取 ( 必 然 al .az .as 不 能 全 取 ) : C3?. 

at sas 不 取 , 这 类 选 法 又 划分 为 两 个 子 类 

aaz vas 全 取 : Oi. 

al saz vas 不 全 取 : CI 一 Ci. 

N; G+ (Ct— Cl) 21 汪 3 52. 
8.11 该 多 重 集 含 5 个 a 和 4 个 其 他 的 元 素 . 
(1) 若 没 有 2 个 < 相 邻 ,必须 用 其 他 4 个 元 素 作 为 格子 分 界 将 5 个 a 隔 开 . 构成 格子 的 
wl 


方法 数 为 41, 而 放 入 a 的 方法 只 有 1 种 , 故 结果 是 4! 一 24. 
(2) 方法 1: 先 放 好 5 个 a 有 1 种 方法 ,将 5 个 a 作为 格子 分 界 构成 6 个 格子 ,然后 从 这 
6 个 格子 中 选 4 个 放 入 5、c.d、e. 故 所 求 方法 数 为 已 一 360. 
方法 2: 先 放 好 4b、c.d 和 e, 有 41!1 种 方法 ,然后 用 a 将 6、c.d、e 的 排列 隔 开 . 为 了 不 使 5、 
c.d.e 中 的 任何 字母 相 邻 ,必须 在 每 两 个 字母 间 插入 1 个 ,这样 需 插入 3 个 a. 剩 下 的 2 个 
a 可 以 放 在 bc.d、e 之 间 的 3 个 位 置 ,也 可 放 在 5、c、d、e 的 前 边 或 后 边 , 有 5 个 位 置 . 如果 
没有 2 个 a 放 在 同一 位 置 ,有 G3 二 10 种 放 法 ;如 果 2 个 a 放 在 同一 位 置 ,有 5 种 放 法 ;共有 
15 种 放 a 的 方法 . 由 乘法 法 则 ,所 求 方法 数 是 15X41! 王 360. 
8.12 方程 十 zz 十 zs 二 r(r 之 3) 的 正 整数 解 的 个 数 是 C3-1 = 二 Ci. 令 r 一 3,4,5,6， 
并 将 所 得 结果 求 和 , 即 是 所 求 的 方法 数 ， 
N= C 十 CtL 十 C8 十 CE 一 CE 十 CE 十 CE 十 CE 
一 1 十 3 十 6 十 10 = 20. 
8.13 多 重 集 S 的 全 排列 数 为 (59。] 令 所 有 这 样 的 排列 构成 集合 T. 如 下 构造 了 的 
子 集 : 
T= 二 {zx|1xE€ET 且 x 中 含有 连续 的 3 个 a}， 
T, = 二 {rz|1x ET 且 x 中 含有 连续 的 4 个 4b}， 
T= 二 {zx|1xzE€ET 且 xz 中 含有 连续 的 2 个 cc}. 
为 了 计数 这 些 子 集 的 元 素数 ,可 将 连续 的 字母 看 成 一 个 大 字母 ,从 而 有 
xzE Th 全 rz 为 {1。.a,4。0,2 。c) 的 全 排列 ， 
zzE Tez 为 {3。a,1.0,2。c) 的 全 排列 ， 
yzET: 人 7z 为 {3。a,4。0,1。c) 的 全 排列 . 
根据 相应 的 计数 公式 有 
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分 析 (1) 设 al,as,…,as 是 个 不 相 邻 座位 的 编号 且 满 足 aj 过 as 二 … 过 ai, 令 bj 二 
Qj 一 j 十 1,j 二 1,2,…,k. 那么 久久 是 从 {1,2,…,n 一 k 十 1} 中 选 出 的 个 数 , 且 其 中 
可 能 含有 相 邻 的 数 . 例如 ,原来 的 al .as .as ,as 是 1.3.6.10, 则 如 .加 oO 是 1.2.4.7. 不 
难看 到 , 若 wayas ,as 与 al,a 和 ,at 不 等 ,所 得 到 的 包 , 加 mp: 久 与 和 ,0 四 也 不 等 . 
反之 , 若 三 :2 大 与 他 ,0 条 不 等 ,那么 aa oar 与 aia 和 wd 也 不 等 . 因此 ， 
所 求 的 方法 数 等 于 从 {1,2,…,n 一 k 十 1} 中 选 上 个 数 的 方法 数 , 即 Cl. 

(2) 根据 (1) 的 结果 ,从 {1,2,…,n) 中 选 上 个 不 相 邻 编号 的 方法 数 是 Cs_i+1, 这 些 选 法 
中 包含 同时 选中 1 和 的 方法 在 内 ,这 种 选 法 在 围 成 圆圈 时 1 与 也 相 邻 . 设 这 种 选 法 有 
N 种 ,那么 所 求 的 选 法 数 是 Co_e 一 N. 

下 面 计算 N. 包含 1 和 的 选 法 不 能 包含 2 和 ?一 1, 因 此 其 余 的 & 一 2 个 互 不 相 邻 的 数 
选 自 n 一 4 个 数 的 集合 {3,4,…,n 一 2} ,因此 N= 二 Ct-?_60_yy+i= 二 Ct-?_ 1. 

8.15 设 买 的 每 种 冰激凌 数量 分 别 为 zi ,zz，…'za, 则 有 方程 

三 十 25 十 十 2 一 人 
人 EN，i 一 1,2,…,20. 
该 方程 的 解 的 个 数 就 是 所 求 的 选 法 数 ,这 个 数 为 C44-1 二 Cis 二 8855. 

如 果 4 盒 中 只 有 3 种 冰激凌 ,那么 必 是 其 中 的 一 种 是 2 盒 ,另外 两 种 各 1 盒 . 第 1 步 先 
确定 是 哪 3 种 ,有 C3, 种 选择 ;第 2 步 从 这 3 种 中 挑 出 买 2 盒 的 1 种 ,有 C3 种 方法 ,根据 乘法 
法 则 所 求 选 法 数 是 C2,C3 一 3420. 

8.16 考虑 第 1 种 明信片 ,5 个 朋友 所 得 到 的 明信片 数 分 别 记 为 zi ,x2，… ,zs ,其 和 为 
3, 因 而 得 到 不 定 方程 

Zi 十 Zz 十 … 十 zs 二 3 
Ss EN，i 一 1,2,…,5. 
该 方程 的 解 的 个 数 是 将 第 1 种 明信片 送 5 个 朋友 的 方法 数 ,结果 为 Ci :一 C?. 

类 似 地 处 理 后 两 种 明信片 , 送 给 朋友 的 方法 数 分 别 为 Cs 和 Cs. 综合 上 述 ,使 用 乘法 法 
则 ,所 求 的 方式 有 CCtCi 二 35X70X126 二 308 700 种 . 

分 析 ”把 这 个 问题 推广 如 下 : 有 A 类 明信片 ,A; 表示 第 i 类 明信片 的 张 数 ,i 二 1,2,…， 
&. 把 这 些 明信片 全 部 送 给 n 个 朋友 . 问 有 多 少 种 方式 ? 和 本 题 的 处 理 类 似 ,第 i 类 明信片 


送 给 个 朋友 的 方式 有 C 旬 1,-! 种 ,那么 类 明信片 的 方式 有 [] C 和 1 种 . 


8.17 设 z1、zs、zs 分别 为 3 个 孩子 所 得 到 的 苹果 数 . 根据 题目 条 件 可 得 到 不 定 方程 
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zi 二 xz 二 x 三 2n 二 1 

Ee 

Z1 十 Ta 之 Taz 

Tea 十 zs 之 如 

S| 
要 使 得 zi zs 、xs 中 任何 两 个 相 加 都 大 于 第 三 个 ,必须 满足 zi ,zs ,x3 三 n 的 条 件 , 原 方程 可 
变形 为 

十 歼 填 闻 三 二] 

TiyZayZa Sn 

TiyZzzyZas EN 
回顾 不 定 方程 的 组 合 模型 ,无 论 是 基本 模型 ,还 是 推广 模型 都 没有 这 种 形式 . 因此 ,我 们 还 
需要 进一步 把 问题 转变 成 已 有 的 模型 . 将 所 有 的 方法 划分 成 下 面 4 类 ， 


Zi 之 ?十 1， 2 Za 妇 m， 方法 数 Ni 
Xi ns Za 之 1 十 1， zs 夺 ns 方法 数 N。 
Xi 大 n, Za ns X3 宇 n 十 1， 方法 数 Ns 
Trays Ns 方法 数 N， 


容易 看 出 这 4 类 中 的 任何 两 类 都 是 不 重 释 的 , 且 Ni 二 NN; 二 NN; ,而 N 就 是 所 求 的 结果 . 设 
所 有 的 分 法 总 数 为 No, 则 N, 二 No 一 3N1. 利用 基本 模型 求 得 
Nh:= Cots 站 Cirs 
再 考虑 Ni , 它 相 当 于 方程 
Xl 十 Xz 十 X3 二 nn 

1。 TsoT3 EN 
的 解 的 个 数 , 即 

Ni = Crs = Chr 


从 而 得 到 最 终结 果 Ni 一 C5 一 3C4 一 二 二 
8.18 令 S 一 13 . 蓝 球 ,2 。 红 球 ,2 。 黄 球 ), 如 果 不 加 任何 限制 ,S 中 元 素 的 全 排列 广 


法 数 是 [57] 其 中 黄 球 相 邻 的 排列 与 多 重 集 {3， 蓝 球 ,2， 红 球 ,1， 黄 球 } 的 排列 是 一 一 对 


应 的 ,有 | 种 方法 因此 ,所 求 的 排 法 数 是 


6 
32 
7 6 
A 864 一 150， 
322) \321) 3!121!2! 31!2! 


8.19 设 多 重 集 S=={2，1,3，2,2。，3}). 令 A 是 S 的 所 有 全 排列 构成 的 集合 . 如 下 构 
造 A 的 子 集 : 


Ai ={(zlzEA 且 z 中 含 连续 的 2 个 1)， 

4:={zlzEA 且 rz 中 含 连 续 的 3 个 2)， 

用: 三 到 全 下 上 且 云 日 合 连 续 的 委 个 3， 
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7 6 
232 132 
5 6 
A;: |= ( } | 4; |1= ( ] 
212 231 


4 5 
An As =( ] | AN As I= (1 


4 3 
ANA =|( ] IANANA I (1 
由 包含 排斥 原理 得 


(RNRN (go) | (182) (2) (2)| 
[ln (ak pa by 


三 210 二 《60 十 30 十 60) 十 (12 十 20 十 12) 二 6 


= 98 
8.20 ”考虑 平面 x 十 y 十 z= 二 i 上 的 整 点 个 数 N; ,i 二 0,1,…,n. 不 难看 出 ,所 求 区 域内 的 
整 点 个 数 是 > N,. 为 求 得 N,, 只 需 找 到 方程 
Es J i 
es EN 


的 解 的 个 数 . 由 不 定 方程 的 基本 模型 可 知 Ni 一 Ci 一 Ci 一 Ca。 从 而 得 到 区 域内 的 点 
数 为 
六 N D0, 


i=0 i=0 


分 析 下 面 给 出 > C3 二 C54s 的 证 明 


i=0 


由 组 合 公式 C; 二 一 二 1 可 以 得 到 等 式 
人 
G+Ccm = Ch， 即 cr = Cm—C;. 
将 这 个 等 式 代入 > N, 得 
i=0 


Vom= G++ Ct 


G+ G+[G—G1++ + [Cs Cs 
将 括号 去 掉 , 并 将 正 负 相 反 的 项 消 掉 ,上 式 只 剩 下 一 项 , 即 Cs;. 
8.21 方法 1: 任 取 定 一 个 顶点 ,比如 说 ww. 为 构成 所 要 求 的 三 角形 必须 从 ww,uw ，…， 


vw-1 中 选取 另外 两 个 顶点 , 且 这 两 个 顶点 不 相 邻 ,从 一 3 个 顶点 中 任 取 两 个 顶点 有 Cs-s 种 
方式 ,其 中 相 邻 顶点 的 取 法 为 2 一 4 种 . 故 以 wv 作为 一 个 顶点 能 够 构成 所 要 求 的 三 角形 有 


全 和 三 人 
*。121。 


个 . 考虑 到 所 有 的 顶点 ,每 个 顶点 都 可 以 作为 wm , 共 可 构成 三 角形 aC, 个. 但 其 中 每 个 三 
角形 被 重复 计数 3 次 . 因此 ,所 求 的 三 角形 个 数 是 


Ce Bn 4)(n = 5);, 


方法 2: 由 个 结 点 任意 组 成 三 角形 ,共有 Cs 种 方法 . 将 这 些 三 角形 划分 成 3 类 : 
含 1 条 多 边 形 的 边 : n(n 一 4 个 ，; 
含 2 条 多 边 形 的 边 : n 个; 
不 含 多 边 形 的 边 , 即 所 求 的 三 角形 . 
由 以 上 分 析 可 知 ,所 求 的 三 角形 有 


CG—n(n—4)—n Bn 4)(n 一 5) 个 . 


方法 3: 设 所 有 三 角形 的 集合 为 S. 如 下 定义 S 的 子 集 : 
Ai ={(zlzES 且 zx 的 顶点 中 含有 uvuz)}; 
As= 二 {xz|xE5S 且 x 的 顶点 中 含有 ws、vs); 


A 二 {tT|1xES 且 xz 的 顶点 中 含有 vi、v,); 
A, 二 {7|xE€5S 且 x 的 顶点 中 含有 vw、vi}. 
所 求 三 角形 数 为 |Ai 门 A; 门 … 门 A, |. 不 难得 到 


S|= Cs 
A|=n—2, i= 1,2,°,n, 

1，7 =;i 十 1 el 
ANAI={ Zi lSi<i<n 


4 站 AIl=1，|14na4AlI=00 天 1)， 
AiNMNANMNA|I=0, 1<i<j<k<n. 


ANMNA: NL…NA,|=0. 
ANANMN…NA,|=CG—nn—2)+n jun 4) (nO— 5). 


8.22 (1) 请 看 图 8-1. 任 给 {1,2,…,n} 上 1 Cr 由 
的 一 个 单调 递增 函数 ,可 以 做 一 条 对 应 的 折线 . 
以 横 坐 标 代 表 z, 纵 坐标 代表 f(x) ,在 图 中 可 以 得 
到 宛 个 格 点 : (1 了 (1)),(2,f(2)),…,(n,f(n)). 
从 (1,1) 点 出 发 向 上 做 连 线 到 (1,FC1)) 点 . 如 果 (2,f(2) 
了 (2) 二 了 (1), 则 继续 向 右 连 线 到 (2,f(2)); 如 果 | ,ya)) 
F(2) 二 和 (1), 则 由 (1, ff(1)) 点 向 右 经 过 
(2,f(1)) 点 再 向 上 连 线 到 (2,f(2)) 点 . 按照 这 
种 方法 一 直 将 折线 连 到 (x,f(n)) 点 . 车 Fa) 一 
2 就 将 折线 向 右 连 到 (2 十 1,2) 点 ; 若 f(n) 过 n, 则 图 81 


(nf(n)) 


(1,D) 
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向 右 经 (n 十 1,f(n)) 点 再 向 上 连 线 到 (n 十 1,n) 点 . 这 样 就 得 到 一 条 从 (1,1) 点 到 (nn 十 1,n) 
点 的 非 降 路 径 . 不 难看 出 ,所 求 的 单调 函数 与 这 种 非 降 路 径 之 间 存 在 着 一 一 对 应 . 非 降 路 
径 从 (1,1) 到 (2 十 1,z2) 需 向 右 走 2 步 , 向 上 走 ”一 1 步 . 不 同 的 非 降 路 径 数 是 从 2n 一 1 步 中 
选取 nn 步 的 方法 数 , 即 C%-:. 从 而 知道 所 求 的 单调 递增 函数 有 C2-: 个 . 

(2) 严格 单调 函数 分 为 严格 单调 递增 和 严格 单调 递减 函数 两 种 . 若 f 为 严格 单调 递增 
函数 ,那么 f 应 该 满足 f(1) 三 f(2) 二 … 三 f(m). 而 所 有 的 函数 值 都 取 自 {1,2,…,n) 集 合 ， 
因此 , 必 有 ff(1)==1,f(2) 二 2,…,f(n) 二 n, 即 只 有 一 个 严格 单调 递增 函数 . 同样 也 只 有 一 
个 严格 单调 递减 函数 ,所 以 N 上 的 严格 单调 函数 有 2 个 . 

8.23 ”所 有 的 7 位 数 有 PI 个 . 下 面 考虑 其 中 5 和 6 相 邻 的 7 位 数 个 数 N. 构成 这 样 的 
7 位 数 需 先 从 {1,2,3,4,7,8,9) 中 选取 5 个 数字 ,有 CG; 种 选 法 ;将 5 和 6 排 好 有 2 种 排 法 ; 
然后 将 5 和 6 作为 一 个 整体 再 与 选 出 的 其 他 5 个 数字 进行 全 排列 ,有 61 种 排 法 . 根据 乘法 
法 则 得 

N=2xXx6!XC; = 30240. 
Pi;—N = 181440— 30240= 151200. 
所 求 的 7 位 数 有 151 200 个 . 

8.24 先 考 虑 1 到 999 之 间 的 数 . 设 这 种 数 的 百 位 、 十 位 和 个 位 数字 分 别 为 zx 、x。 和 
23, 易 见 它们 都 是 0 到 9 之 间 的 整数 , 且 不 全 为 0, 即 
mm 


Xi 十 2 十 Xs 宇 江 


XisTs oT3 EN 


2 二 2 
人 yz2y7as EN 
的 解 的 个 数 N;. 根据 公式 有 
Ni = Cis = Ch 
那么 所 求 的 数 的 个 数 为 


注 : 上 式 中 的 >) N, 只 计数 了 1 到 999 之 间 满 足 要 求 的 数 . 1000 的 各 位 数字 之 和 小 于 


7, 也 符合 要 求 ,因而 在 1 到 1000 之 间 符 合 要 求 的 数 应 该 有 >》) N; 十 1 个 . 


8.25 A 上 的 二 元 关系 有 22 个. 
(1) 考虑 同时 具有 自 反 和 对 称 性 的 关系 ,其 关系 矩阵 在 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1, 其 他 


nn—1) 


元 来 关于 主 对 角 线 成 对 称 分 布 . 可 自由 选择 0 或 者 1 的 位 置 有 "个 ,因此 有 2" 个 


" L123 % 


自 反 且 对 称 的 关系 . 


(2) 参考 例 8. 19,A 上 的 对 称 关系 有 2 个 ,反对 称 关系 有 3”"2" 个 ,同时 具有 对 称 和 
反对 称 性 的 关系 只 能 在 主 对 角 线 上 最 多 含有 个 1, 其 他 位 置 都 是 0, 因 此 有 2" 个 . 根据 包 
含 排斥 原理 , 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 关系 个 数 是 


到 —n 


2 2 32 2 
以 下 递 推 方程 的 求解 过 程 中 ,省 略 了 对 于 解 的 正确 性 验证 . 
8.26 (1) 将 ?一 2 代入 得 
TOD= T(2:) = 工 (27 + 2 
T(252) 十 2 十 2 


T(2) 十 22 十 23 十 … 十 2 
1 十 2 十 23 十 … 十 2 
2X2 一 4 十 1 2n—3 


(2) T(ODD 王 T(2 一 1) 十 和 
一 T(z 一 2) 十 (2 一 1)2 十 722 


一 T(1) 十 22 十 32 十 … 十 722 
二 n(n 十 1)(2n 十 1)/6 
(3) T(n)= 二 4T(n/2) 十 O(n) ,这 里 的 a==4,6= 二 2,d(n) 二 O(n) ,利用 公式 得 
T(n) = On) = O(n’) 
(4) T(n)= 二 2T(n/2) 十 O(n) ,这 里 的 a 二 2,6= 二 2,d(n)= 二 O(n) ,利用 公式 得 
T(n) = O(nlogn) 
8.27 (1) T(n) 满 足 的 递 推 方程 和 初 值 是 
T(n) = T(n/2)++1, T()=0. 
(2) 根据 公式 ,相当 于 sa 一 1,0 王 2,d(z) 一 c, 因 此 解 得 
T(n) = O(logn). 
(3) 对 归纳 . 2 一 1 显然 为 真 . 假设 为 真 , 则 对 于 十 1 有 
Fr 下 Hi | [FmtF, Fn 
be F, 上 Fe F, | 


| 
| pa | 
和 二 芭 丰 一 马 生生 多 
| | | "小 | | 
F,. Fi | 
[a sl 
只 要 利用 算法 计算 出 上 述 2 阶 0-1 和 矩阵 的 nn 一 1 次 竹 , 就 得 到 了 F,. 利用 前 面 求 a” 的 
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(4) 根据 


分 治 算法 ,完成 整个 计算 需要 做 O(logn) 次 2 阶 和 矩阵 的 相 乘 . 而 两 个 2 阶 和 矩阵 相 乘 需要 做 
8 次 矩阵 元 素 的 相 乘 . 以 元 素 相 乘 作为 基本 运算 ,算法 的 时 间 复 杂 度 是 O(logn). 而 按照 
FF, 二 FF,_1 十 Fs， 直接 从 初 值 计算 F, 需要 O(n) 次 加 法 . 对 于 比较 大 的 nn, 显然 O(logn) 比 起 
O(n) 的 值 要 小 很 多 ,因此 使 用 该 算法 效率 更 高 . 
8.28 (1) 算法 分 三 步 进 行 . 
第 一 步 : 递归 地 将 上 面 的 2(n 一 1) 个 盘子 从 A 柱 移 到 B 柱 . 
第 二 步 : 用 2 次 移动 将 最 大 的 2 个 盘子 从 A 柱 移 到 C 柱 . 
第 三 步 : 递归 地 将 也 柱 的 2(" 一 1) 个 盘子 从 B 柱 移 到 C 柱 . 
(2) 设 2n 个 圆 盘 的 移动 次 数 是 工 (zz) , 则 
T(n) = 2T(n—1)+2 
Me 二 多 
迭代 得 到 
T(n)= 2T(n—1)++2 
= 2[2T(n 一 2) 十 2] 十 2 
一 22T(z 一 2) 十 22 十 2 
二 2mT(1) 十 2 十 … 十 2 
一 2" 十 2 一 十 … 十 2 
一 2(2" 一 1) = 2 一 2 
8.29 设 比 较 次 数 为 了 (0z) , 则 
T(n) = 2T(n/2)+2 
i 一 1 
将 n= 三 2* 代入 ,并 加 以 迭代 ,得 到 
T(n)= T(2:) = 2T(2+!) 二 2 
一 2[2T(25) 十 2] 十 2 
一 22T(252) 十 22 十 2 


24T(2) 十 2 十 … 十 2 

一 2 扩 : 十 2[24: 一 1] 

2 十 2 一 2 二 n/2 十 n 一 2 
= 3n/2—2 
8.30 ”将 nn 位 的 错位 排列 按照 它 的 第 1 位 是 2,3,…,n 分 成 2 一 1 个 组 ,不 难看 出 每 个 

组 的 排列 个 数 一 样 多 . 考虑 其 中 的 一 组 ,不 妨 设 它 的 第 1 位 是 2. 那么 它 的 第 2 位 可 能 是 1， 
也 可 能 不 是 1. 如 果 第 2 位 是 1, 那么 剩 下 的 2 一 2 位 是 3,4,…,n 的 错位 排列 ,有 D,_; 个 ;如 
果 第 2 位 不 是 1, 那么 从 第 2 位 到 第 位 构成 1,3,4,…,n 的 错位 排列 ,有 D,_i 个 . 根据 这 个 
分 析 得 到 下 述 递 推 方程 和 初 值 . 

D, = (2 一 1D)C(D。 十 D。) 

D, = 0, D, = 1 


* 125 » 


这 个 方程 是 二 阶 的 ,如 果 直接 和 迭代 ,所 得 到 的 项 太 多 , 求 和 比较 困难 . 我 们 先 使 用 差 消 的 方 
法 把 它 转换 为 一 阶 方程 . 因为 

D, — nD [Da 一 (人 一 1)D。] 一 … = (—1)"™[D,—2D,] = (一 1 于 
从 而 得 到 一 阶 递 推 方程 


也 , =nDai+(—1)"”, D!=0 
不 断 迭 代 得 
D,= n(n—1)D,. 十 元 一 1 于 十 (一 1 
一 12 一 1)(2 一 2)D， 十 2 一 1)( 一 1) 于 2? 
在 斌 一 和 有 非 ( 一 和 


一 11 一 1)…2Di 十 m2(2 一 1)…3( 一 1)? 
十 zzz 一 1)…4( 一 1)3 十 … 十 2 一 1 一 十 (一 1)" 


和 
21! 


8.31 因为 di,d;,…,d, 是 P(z) 的 2 个 根 ,因此 
P(r) = (zr—d) (zr—d)…(r—d,). 
用 分 治 法 ,将 多 项 式 划 分 成 大 小 均衡 的 两 半 ,每 部 分 分 别 相 乘 , 然 后 将 所 得 结果 进一步 
相 乘 . 若 n 为 偶数 , 则 将 PCz) 分 为 两 部 分 : 
P(x) (z—di)(z—d)"(z— d,s) 
P:(z) = (zx— dyzn)(z— dv) "(rT— dd,) 
车 nn 为 奇数 , 则 将 P(x) 分 为 三 部 分 : 
Pas(x) = (zr— dD) (zr—d) (ro— do vs) 
P(x) = (xz— dnty) (TO— donty sn) (TC— de.) 
Ps(x) = (x—d,) 
算法 的 设计 思想 如 下 . 
(1) 如 果 是 偶数 ,分 别 对 Pi (xz) 与 P:(Cz) 递 归 计 算 ,然后 计算 Pi(x)Ps(x). 
(2) 若是 奇数 ,分 别 对 Ps (xz) 与 P, (xz) 递归 计 算 , 然 后 计算 P(x)P(z)Ps (zx). 
Pi(z) 与 P(x) 是 n/2 次 多 项 式 ,P;(z) 与 P,(z) 是 (n 一 1)/2 次 多 项 式 , 这 4 个子 问题 
的 规模 都 不 超过 原 问 题 规模 的 一 半 . 而 我 们 只 需要 递归 计算 其 中 的 两 个 子 问题 . 如 果 算 法 
的 时 间 是 T(z) ,那么 递归 计算 的 时 间 不 超过 2T(n/2). 计算 Pi (zx)Ps(x) ,根据 算法 B 需要 


O( Slog 至] 时 间 . 计算 Ps (zx) P(x) Ps (x), 先 使 用 算法 B 计算 Ps(z) Pi(x), 需 要 


al 十 + 二 可 1 十 ] 


O(log 于 ] 时 间 ;然后 使 用 算法 A 乘 以 P;(zx), 需 要 O(n) 时 间 , 于 是 计算 P(x) 的 时 间 不 
超过 


T(n)= 2T 


ee 


j+of 和 log 也 + On) 


二 2T[ 至 ]+ O(nlogn) 
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对 应 于 上 述 递 推 方程 求解 的 递归 树 如 图 8-2 所 示 . 于 是 
T(n) = mlogz 十 2(log2z 一 1) 十 zlogz 一 2) 十 … 一 OCzlog27). 


nlogn 


(n/2)log(nm/2) (nm/2)log(nm/2) 


(nm/4)log(n/4) (nm/4)log(n/4) (mn/4)log(n/4) (nm/4)log(n/4) 


图 8-2 


8.32 当 n==1 时 只 有 唯一 的 排列 : 1, 显 然 逆序 数 为 0. 下 面 考虑 二 1 的 情况 . 算法 的 


基本 思想 如 下 . 
输入 : 由 1,2,…,n 的 排列 构成 的 数组 L,n 二 2*,k 为 正 整数 . 
输出 : 工 的 逆序 数 N. 
(1) 先 将 工 划 分 成 wa/2 大 小 的 子 数组 L; 和 工 ;. 
(2) 对 工 ! 递归 处 理 , 得 到 从 小 到 大 排序 的 数组 L, 和 其 逆序 数 Ni. 
(3) 对 Ls 递归 处 理 , 得 到 从 小 到 大 排序 的 数组 L。 和 其 逆序 数 N:. 
(4) N< Ni 十 Na (说明 : 将 Ni 十 N 赋值 给 N). 


(5) Li 当前 的 最 小 数 是 +,L 当前 的 最 小 数 是 ,逐步 归并 Li 和 LL;:, 具 体操 作 : 若 
ZX 二 y, 拿 走 x; 若 x 二 y, 拿 走 y 并 令 N<N 二 1,l 为 Li 所 剩 下 的 元 素数 ;直到 工 ; 或 L 之 一 


为 空 . 最 后 一 次 将 剩 下 的 部 分 全 部 取 走 . 


不 难看 到 当 LL， 和 L* 的 数 的 大 小 正好 交错 分 布 时 ,上 述 归 并 过 程 需 要 做 nn 一 1 次 的 比 


较 , 这 恰好 对 应 了 归并 过 程 的 最 坏 情 况 , 即 比较 次 数 最 多 的 情况 . 
设 算法 对 于 输入 规模 为 n 的 数组 最 坏 情况 下 所 做 的 比较 次 数 为 了 (z) ,那么 有 
T(n) = 2T(zV2) 十 2 一 1 
T(1) 一 0 
上 述 方程 恰好 是 二 分 归并 排序 算法 的 递 推 方程 ,因此 得 到 
T(n) = nlogn—n+l1 
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效 9 当 ”上 懂 渤 么 名 和 痊 
党 9 章 ”代数 系统 简介 
内 容 提要 
1. 二 元 和 一 元 代数 运算 
设 S 为 集合 ,函数 /: SXS>S 和 /: SS 分 别称 为 S 上 的 二 元 和 一 元 运算 . 车 /是 S 
上 的 二 元 或 一 元 运算 ,这 时 也 称 S 对 运算 f 是 封闭 的 . 通常 用 不 同 的 算 符 , 如 。,*,，。， 
A,… 来 代表 不 同 的 二 元 或 一 元 运算 . 
给 出 一 个 二 元 或 一 元 运算 的 方法 有 两 种 一 一 解析 表达 式 或 运算 表 , 其 中 运算 表 只 能 定 
义 有 穷 集 上 的 二 元 或 一 元 运算 . 
2. 二 元 运算 的 性 质 
设 * 和 x 为 S$ 上 的 二 元 运算 ,和 这 些 运算 相关 的 性 质 , 或 称 算 律 有 : 
交换 律 ”Vzr,yES 有 zey 一 yz. 
结合 律 Yr,y,zES 有 (zx°y)°z=x*(y°z). 
寡 等 律 YrES 有 x°rx=x. 
消去 律 ” Vx,y,zES,zx 关 9 有 
dk a 
yr 二 = 
“对 * 的 分 配 律 VYzx,y,zES 有 


yy 


[ 


(yz) T=(y° rT) (2°7), 
。 和 x 的 吸收 律 ” 。 和 * 可 交换 上 且 Yr+,y€S 有 
Ze(Zxy) 一 工 。 
TT = 
上 述 的 交换 律 .结合 律 . 宕 等 律 和 消去 律 都 是 对 运算 而 言 的 ,其 中 消去 律 中 的 9 指 该 运算 的 
零 元 . 剩 下 的 两 条 算 律 是 与 和 * 两 个 运算 有 关 的 . 注意 在 谈 分 配 律 时 应 该 说 明 哪 个 运算 
对 哪个 运算 可 分 配 ,因为 当 * 运 算 对 * 运算 满足 分 配 律 时 ,* 运算 对 。 运 算 却 不 一 定 满足 分 
配 律 . 
3. 二 元 运算 的 特异 元 素 
设 * 为 S 上 的 二 元 运算 ,和 运算 相关 的 特异 元 素 有 
么 元 e VzES 有 ze 一 ceo" 一 工 . 
零 元 0 VzES 有 zs0 一 07z 一 0. 
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宕 等 元 x ZES 且 zz 一 工 . 

可 道 元 zx 的 道 元 y yES 有 ry=y°r=e. 

对 于 给 定 的 集合 S 和 S 上 的 二 元 运算 。, 如 果 存 在 么 元 或 零 元 ,一 定 是 唯一 的 ;如 果 存 
在 寡 等 元 和 可 逆 元 , 则 可 能 存在 多 个 . 对 于 可 结合 的 二 元 运算 ,如果 S 中 的 某 个 元 素 x 是 可 
道 元 , 则 并 存在 唯一 的 道 元 , 记 作 z .特别 地 , 么 元 e 是 可 道 元 且 e 一 e, 而 零 元 0 不 是 可 
逆 元 . 


4. 代数 系统 、 子 代数 和 积 代数 


非 空 集合 S 和 S 上 的 k& 个 二 元 或 一 元 运算 f1,f;,… ,fi 构成 代数 系统 , 记 作 二 S, fi， 
Ea 

在 某 些 代数 系统 中 将 一 些 二 元 运算 的 特异 元 素 作为 系统 性 质 规定 下 来 ,例如 , 独 异 点 中 
的 勾 元 ,布尔 代数 中 的 全 下 界 0 和 全 上 界 1 等 , 称 这 些 元 素 为 该 系统 的 代数 常数 . 

设 V= 二 S, 所 ,fi，,…, 有 fi 二 是 代数 系统 ,B 是 S 的 非 空子 集 . 如 果 B 对 ,fio，,…，,fi 都 
是 封闭 的 , 且 B 和 S 含有 相同 的 代数 常数 , 则 称 志 下, 户 , 户 ,…… 太 二 是 六 的 子 代 数 , 当 BC 
S 时 称 为 V 的 真子 代数 . 

设 凤 = 二 Si ,。>>, 风 一 <<S$, * 之 是 代数 系统 ,在 S1 XS 上 定义 二 元 运算 。, Y< mm ,yi 记 ， 
<zoyy 二 ESiXSs 有 

<rity>* <r yy 之 一 <<Zlozzy yx 二 ， 

称 二 Si XS: ,。 过 为 Vi 和 Vs 的 积 代数 , 记 作 Vi XV:. 


5. 代数 系统 的 同 态 与 同 构 


设 = 一 Si ">,V: 一 二 S$s,* 过 是 具有 一 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,p: Si 一 S: , 若 Vz， 

yESi 有 
PCzey) 一 PCZ) <p(y)， 

则 称 g 是 Vi 到 V 的 同 态 映 射 ,简称 同 态 , 且 称 二 gp(S1),* 二 是 Vi 在 p 下 的 同 态 像 , 记 作 
pV1). 

设 og 是 代数 系统 Vi 二 二 51,° 二 到 V, 二 二 S;, * 二 的 同 态 . 若 ? 是 满 射 的 , 则 称 g 是 Vi 
到 V, 的 满 同 态 , 记 作 二 V: ;若是 单 射 的 , 则 称 是 w 到 V 的 单 同 态 ; 若 p 是 双 射 的 ， 
则 称 g 是 Vi 到 Vs 的 同 构 , 记 作 Vi 衬 V。， 当 Vi 二 V, 时 , 称 同 态 或 同 构 p 为 自 同 态 或 自 
同 构 . 


6. 半 群 、 独 异 点 和 和 群 的 一 般 概念 


设 V 一 过 S$," 之 是 代数 系统 "为 二 元 运算 . 如 果 。* 运 算是 可 结合 的 , 则 称 V 为 半 群 .如 

果 半 群 中 的 * 运 算 含 有 勾 元 e, 则 称 该 半 群 为 含 么 半 群 ,也 称 为 独 异 点 . 为 了 强调 么 元 的 存 

在 ,有 时 将 独 异 点 V 记 作 二 S,:e>. 设 <G,* 二 是 独 异 点 ,如 果 对 G 中 的 任何 元 素 x 都 有 

ZEG, 则 称 G 是 群 . 由 以 上 定义 可 以 知道 , 群 一 定 是 独 异 点 和 半 群 ,但 半 群 和 独 异 点 不 一 
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定 是 群 . 
在 半 群 中 可 以 定义 元 素 的 正 整 数 次 寡 . 对 任意 元 素 x 和 正 整 数 n 有 


"=Xxer or 
ry 


n 个 z 


表示 个 z 运算 的 结果 . 除 此 之 外 ,在 独 异 点 和 和 群 中 可 以 定义 z 的 零 次 考 , 即 x? 二 e. 
步 , 在 群 中 还 可 以 定义 xz 的 负 整 数 次 短 . 设 为 正 整 数 ,那么 


XI"*=7Xx ler loor! 
-CO 


nf 
表示 n 个 z+ 运算 的 结果 . 半 群 、 独 异 点 和 群 的 短 运 算 都 遵从 下 面 的 规则 ， 


Xo"™ 一 Zn 十 下 


Ca) 一 rm 
7. 群 中 常用 术语 和 典型 实例 


若 群 C 中 的 二 元 运算 是 可 交换 的 , 则 称 群 G 为 交换 群 , 也 叫做 阿 贝尔 (Abel) 群 . 

若 群 G 中 有 无 限 多 个 元 素 , 则 称 G 为 无 限 群 ,否则 称 为 有 限 群 . 对 有 限 群 C,G 中 元 素 
的 个 数 叫 做 G 的 阶 , 记 作 1G1. 

只 含 么 元 e 的 群 称 为 平凡 群 ,是 1 阶 群 . 

下 面 是 一 些 典型 群 的 实例 . 

(1) 整数 集 Z .有理 数 集 Q、 实 数 集 R 和 复数 集 C 关于 数 的 加 法 构成 群 ,分 别称 为 整数 
加 和 群 有 理 数 加 群 . 实 数 加 群 和 复数 加 群 . 非 零 实 数 集 R* 关于 数 的 乘法 构成 群 . 这 些 群 都 
是 无 限 群 ,也 是 阿 贝尔 群 . 

(2) 令 乙 =(0,1,…, 一 1) ,那么 ,关于 模 n 整数 加 法 构成 群 , 称 为 模 整数 加 群 ,是 
一 个 nn 阶 阿 贝 尔 群 . 

(3) 设 G={e,a,b,c),G 上 的 二 元 运算 由 表 9-1 给 出 . 
不 难 证 明 G 是 一 个 群 , 称 为 Klein 四 元 群 .。 从 表 中 可 以 看 
出 G 中 运算 是 可 交换 的 ,e 为 么 元 ,xEG,x-1 一 x, 且 在 a、 . 
bc 这 3 个 元 素 中 任何 两 个 元 素 的 运算 结果 都 等 于 剩 下 的 0 a 。 
元 素 . c c b 

(4) 设 G 为 群 , 如 果 存 在 <cEG 使 得 

G= {a lkEZ2Z), 
则 称 G 为 循环 群 , 记 作 G 二 二 a 二 , 称 a 为 G 的 生成 元 . 车 循环 群 G 中 含有 无 限 多 个 元 素 , 则 
称 G 为 无 限 循环 群 ;车 1G| 二 nn, 则 称 G 为 n 阶 循环 群 . 容易 证 明 循环 群 都 是 阿 贝 尔 群 ,但 阿 
贝尔 群 不 一 定 是 循环 群 . 例如 ,Klein 四 元 群 是 阿 贝 尔 群 ,但 不 是 循环 群 . 

(5) 设 S 二 {1,2,…,n}. S 上 的 任何 双 射 函数 o: SS 称 为 一 个 元 置换 ,置换 的 复合 
运算 称 为 置换 的 乘法 . 若 将 S 上 所 有 nn 元 置换 的 集合 记 作 S, ,那么 S, 关于 置换 的 乘法 构成 
群 , 称 为 n 元 对 称 群 S, 的 任何 子 群 称 为 n 元 置换 群 。 当 n 宇 3 时 ,S, 不 是 阿 贝尔 群 . 

对 任何 元 置换 so ES,, 可 以 将 o 记 为 
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表 9-1 


1 2 六 源 
i be C2) bal 
称 为 o 的 置换 表示 . 若 元 置换 zt 的 映射 规则 满足 
tai) = WT) = = a = 

并 且 保 持 其 他 的 元 素 不 变 , 可 将 + 简 记 为 

(aliaz…an )， 
称 为 一 个 m 阶 轮换 . 可 以 证 明 任何 元 置换 a 都 可 以 唯一 地 表示 成 一 系列 不 相交 的 轮换 之 
积 , 称 为 o 的 轮换 表示 . 


8. 元 素 的 阶 


设 G 为 群 . xEG, 使 得 等 式 x* 二 e 成 立 的 最 小 正 整 数 & 称 为 x 的 阶 . 如 果 工 的 阶 存在 ， 
记 作 |z|, 并 称 z+ 是 有 限 阶 元 ,否则 称 z 为 无 限 阶 元 . 

设 G 是 无 限 群 ,那么 G 中 可 能 存在 着 无 限 阶 元 . 例如 ,整数 加 法 群 二 Z, 十 二 , 除 0 以 
外 ,其 他 元 素 都 是 无 限 阶 元 . 但 对 某 些 无 限 阶 群 来 说 ,尽管 群 中 含有 无 限 多 个 元 素 , 但 每 个 
元 素 都 是 有 限 阶 元 . 例如 ,单位 根 构成 的 集合 

G={rz|zEC 且 x"*=1,nE€ Zt+)，C 为 复数 集 

关于 数 的 乘法 构成 群 . 对 任意 xEG, 若 z+ 是 n 次 根 , 则 |x|==n. 

车 G 是 n 阶 群 , 则 G 中 每 个 元 素 的 阶 都 存在 ,并 且 是 的 因子 . 


9. 群 的 基本 性 质 


关于 群 的 性 质 有 以 下 定理 . 

定理 6.1 设 G 为 群 ,n,m 为 整数 , 则 群 中 的 寡 运 算 满足 

(1) Yx€EG 有 (x 1!) 1!=z， 

(2) Vz,yEG 有 (xy) !=y lr !, 

(3) VrEG 有 rz” 一 Zn， 

(4) VzEG 有 (z) 一 z 

(5) 若 G 为 阿 贝尔 群 , 则 Vz,yEG 有 (zy)" 一 zy”. 

定理 6.2 设 G 为 群 , Ya,bEG. 方程 ar==b 和 wa 二 b 在 G 中 有 解 , 且 有 唯一 解 . 
定理 6.3 设 G 为 群 , 则 G 中 适合 消去 律 , 即 对 任意 a,b6,cEG 有 


(1) ap 一 ac 一 0 一 c， 


(2) ba 一 ca 之 0 一 c. 
10. 子 群 


设 G 是 群 , 瓦 是 G 的 非 空子 集 , 如 果 瑟 关 于 G 中 的 运算 构成 群 , 则 称 互 为 G 的 子 群 ， 
记 作 互 过 C. 任何 群 G 都 有 两 个 平凡 子 群 : {e} 和 G 自己 , 除 此 之 外 都 是 G 的 非 平凡 的 真 
子 群 . 

设 G 为 群 ,zEG, 称 并 的 所 有 索 的 集合 
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H= {rx|kEZ} 
所 构成 的 子 群 为 由 xz 生成 的 子 群 , 记 作 二 x 二. 
设 G 为 群 , 令 
C={ala€EGH VrE€EG(ar = ra)}, 
即 与 G 中 所 有 元 素 都 可 交换 的 元 素 构 成 的 集合 , 则 C 是 G 的 子 群 , 称 为 G 的 中 心 . 


11. 环 和 域 


设 二 R, 十 ,， 二 是 代数 系统 ,十 和 “。 为 二 元 运算 ,分 别称 为 加 法 和 乘法 . 若 

(1) 过 R, 十 二 为 阿 贝 尔 群 ; 

(2) 二 R,， 二 为 半 群 ; 

(3) 乘法 .对 加 法 十 适合 分 配 律 . 
则 称 一 R ,十 ,。 二 是 环 . 

由 于 在 环 R 中 存在 两 个 二 元 运算 ,为 了 避免 混淆 ,通常 将 加 法 么 元 记 作 0, 而 将 乘法 么 
元 记 作 1( 如 果 存 在 的 话 ). 类 似 地 ,可 将 环 中 元 素 a 的 加 法 逆 元 称 为 a 的 负 元 , 记 作 一 a; 而 
将 a 的 乘法 逆 元 称 为 a 的 北 元 , 记 作 a!. 

设 二 R, 十 ,，。 记 为 环 , 若 存 在 元 素 a,b5ER,a 关 0,b 关 0, 但 a6==0, 则 称 a 为 R 中 的 左 零 
因子 ,6b 为 R 中 的 右 零 因子 . 

乘法 可 交换 的 ,含有 么 元 1 的 ,并 且 没 有 左 和 右 零 因子 的 环 称 为 整 环 . 

如 果 整 环 R 至 少 含有 2 个 元 素 , 且 每 个 元 素 zx(z 关 0) 都 有 逆 元 x-!1ER, 则 称 R 是 域 . 

有 理 数 集 Q .实数 集 R、 复 数 集 C 关 于 数 的 加 法 和 乘法 分 别 构成 有 理 数 域 . 实 数 域 和 复 
数 域 . 但 整数 集 Z 关 于 数 的 加 法 和 乘法 只 能 构成 整 环 , 但 不 是 域 . 模 整数 环 二 Z, ,由 ， 
名 之 当 ) 为 合 数 时 不 是 整 环 ,也 不 是 域 :但 当 ? 为 素数 时 构成 域 . 


12. 格 的 两 个 等 价 定义 


设 <S, 科 > 是 偏 序 集 , 若 Vz,yES,{z,y} 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 , 则 称 S 关 于 过 做 
成 一 个 格 . 由 于 最 小 上 界 与 最 大 下 界 的 唯一 性 ,可 以 把 求 {z,y} 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 看 成 
并 与 y 的 二 元 运算 ,分别 用 算 符 V 和 人 表示 ,从 而 二 S, V ,和 人 二 构成 一 个 具有 两 个 二 元 运算 
的 代数 系统 , 称 为 由 偏 序 集 的 格 所 导出 的 代数 系统 . 

设 <S,*,。 二 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 , 且 对 于 * 和 * 运 算 适合 交换 律 .结合 和 
和 吸收 律 , 则 可 以 适当 定义 S 中 的 偏 序 冬 使 得 过 S, 科 过 构成 一 个 格 , 且 Yae,oE S, 有 

aNMb=axb, aVb=a.b. 
称 这 个 格 是 由 代数 系统 二 S, * ,* 过 导出 的 格 . 
以 上 两 种 定义 格 的 方法 是 等 价 的 . 


13. 格 的 性 质 
格 的 主要 性 质 有 以 下 两 条 . 
(1) 格 的 对 偶 原理 . 设 上 是 含有 格 中 元 素 以 及 符号 = 、 入、 关 、V 、 人 的 命题 . 令 f° 是 将 


了 中 的 二 改写 成 过 、 之 改写 成 < 、V 改写 成 人 、 人 改写 成 V 所 得 到 的 命题 , 称 为 f 的 对 偶合 
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. 根据 格 的 对 偶 原 理 , 若 f 对 一 切 格 为 真 , 则 广 也 对 一 切 格 为 真 . 
(2) 设 二 工 , 科 过 为 格 , 则 运算 V 和 人 适合 交换 律 .结合 律 、 适 等 律 和 吸收 律 . 


14. 分 配 格 、 有 补 格 和 布尔 格 


设 二 L, 人 人,V 放 是 格 , 若 Ya,b,cEL 有 
aNM(bVo)=(aAb)V (aANc) 
aV (bAc)=(aVb)A(aVe) 
成 立 , 则 称 工 为 分 配 格 . 
如 果 格 工 中 存在 最 小 元 和 最 大 元 , 则 分 别称 为 工 的 全 下 界 和 全 上 界 , 记 作 0 和 1. 这 时 
也 称 工 为 有 界 格 , 记 作 过 L, 人 ,V ,0,1>. 
设 工 为 有 界 格 ,xEL, 若 存在 yEL 使 得 zAy=0 且 zyvy=1 成 立 , 则 称 > 是 zz 的 补 
元 . 在 有 界 格 中 ,0 和 1 互 为 补 元 ,而 其 他 元 素 则 情况 各 异 , 有 的 不 存在 补 元 ,有 的 存在 一 个 
补 元 ,有 的 存在 多 个 补 元 . 如 果 有 界 格 中 的 每 个 元 素 都 至 少 存在 一 个 补 元 , 则 称 这 个 格 为 有 
补 格 . 
有 补 分 配 格 称 为 布尔 格 ,也 叫做 布尔 代数 . 在 布尔 代数 B 中 每 个 元 素 都 存在 唯一 的 补 
元 , 求 补 运算 "可 看 成 布尔 代数 中 的 一 元 运算 ,并 满足 下 述 算 律 ; 
(1) 双重 否定 律 ”(a’)’=a, Va€B. 
(2) 德 。 摩 根 律 (aV6b)’=a’ Ab',Va,b€EB 
(aNAb)’=a’ Vb.. 


15. 小 结 


通过 本 章 的 学 习 应 该 达到 下 面 的 基本 要 求 . 

给 定 集合 与 运算 的 解析 表达 式 , 写 出 该 运算 的 运算 表 . 

给 定 集合 和 运算 ,判别 该 集合 对 运算 是 否 封闭 (或 者 说 运算 是 否 为 给 定 集合 上 的 运算 ， 
也 可 以 说 给 定 集合 对 于 这 些 运算 是 否 构 成 代数 系统 ). 

给 定 二 元 运算 ,说明 运 算是 否 满足 交换 律 .结合 律 、. 寡 等 律 分配 律 和 吸收 律 . 

给 定 二 元 运算 , 求 出 该 运算 的 么 元 、 零 元 、 寡 等 元 和 所 有 可 逆 元 素 的 逆 元 . 

给 定 代数 系统 太一 二 Si 二 ,V 一 二 S:,* 二, 其 中 和 * 为 二 元 运算 ,判定 p:Si 一 S: 
是 否 为 Vi 到 V 的 同 态 映 射 . 如 果 是 ,说 明 p 是 否 为 单 同 态 、 满 同 态 和 同 构 , 并 求 出 同 态 像 
gp (Vi). 

给 定 集合 S 和 二 元 运算 。 ,能 判定 <S,。 之 是 否 构成 半 群 . 独 异 点 和 群 . 

给 定 半 和 群 S( 或 独 异 点 V) 和 子 集 也 ,判定 B 是 否 为 S 的 子 半 群 (V 的 子 独 异 点 ); 给 定 群 
G 和 子 集 五, 判定 互 是 否 为 G 的 子 群 . 

给 定 群 G 和 xzEG, 求 1G| Ix| 以 及 x". 求解 群 方程 . 求 由 x 生成 的 子 群 二 x 二. 

求 循环 群 G 二 二 a 二 的 所 有 生成 元 和 子 群 . 

给 定夺 元 置换 和 z+, 试 把 它们 表 成 不 交 的 轮换 之 积 , 求 or 和 oa. 

给 定 集合 S 和 S 上 的 两 个 二 元 运算 ,判定 它们 能 否 构 成 环 、 交 换 环 、 含 么 环 、 整 环 和 域 . 

计算 环 中 的 多 项 式 . 
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判别 格 、 分 配 格 、 有 界 格 、 有 补 格 和 布尔 格 
求 格 中 公式 的 对 偶 式 . 给 定格 中 元 素 <、y, 求 Zz 人 y 和 zxzVy. 求 有 界 格 的 全 下 界 、 全 上 
界 和 给 定 元 素 的 补 元 . 


习 题 


题 9. 1 一 题 9.9 是 选择 题 . 题目 要 求 是 从 供 选择 的 答案 中 选 出 应 填 入 叙述 中 的 口内 的 
正确 答案 . 

9.1 设 S={a,p}, 则 S 上 可 以 定义 [A 个 二 元 运算 . 其 中 有 4 个 运算 有 、fs、fs、f4, 其 
运算 如 表 9-2 所 示 . 


表 9-2 
a b a b a b a b 
a a a a a b a b a a a b 
b a a b b a b a a b a b 


万 a 关 A 


则 只 有 [加 满足 交换 律 ,[Q 满 足 窒 等 律 ,DJ 有 么 元 ,| 有 和 零 元 . 


供 选 择 的 答案 

A: © 4; © 8; © 16; @2. 

BC.DE: ® fh 和 fi © fi\f: 和 f,; OA 和 及; Q@ ff,; 
@ fi; @ 户 . 


9.2 设 S=QXxQ, 其 中 Q 为 有 理 数 集合 . 定义 S 上 的 二 元 运算 * ,，VY 扫 ,0>， 
<xzyy>>ES 有 
<a,b> <r,y>=<ar,ay+b>, 
则 (1) 二 3,4> * <1,2> 一 IAA, 一 一 1,3>* <5,2>> 一 [B. 


(2) 二 S, x 二 是 [a]. 
(3) <<S,* 之 的 么 元 是 回 . 


(4) ;> || 

供 选择 的 答案 

A.B: © <3,10>; 1 ©@ <—5,1>. 

C: ”@ 可 交换 的 ; @ 可 结合 的 ; @ 不 是 可 交换 也 不 是 可 结合 的 . 
BD: “Di0s ©® =o0.,1>. 


E: ”@ 只 有 唯一 的 道 元 ;， 外 当 4a 关 0 时 ,元 素 二 ,0 过 有 逆 元 . 
9.3 R 为 实数 集 ,定义 以 下 6 个 函数 用 ,f,,…,fs,，Vr,yER 有 
fi(<zxsy~>)= z+y, 
fi(<r'y>)=r—y, 
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(一 zy 二 ) 一 Ty， 
fi(<zry>) = max{lr,y}, 
fs(<zx,y>) 一 min{zyy)， 
fel<ry >)=|Iz=y|;, 


那么 ,其 中 有 [Aj 个 是 R 上 的 二 元 运算 ,有 [到 个 是 可 交换 的 ,|C| 个 是 可 结合 的 ,|D| 个 是 有 乏 元 


的 ,| 个 是 有 和 零 元 的 . 

供 选 择 的 答案 

AB CD EE: 

@ 0; © 1; ©@ 2; @ 3; © 4; Q@ 5; ©@ 6. 

9.4 (1) 设 V=<Z, 十 ,* 二 ,其 中 十 和 。… 分 别 表示 普通 加 法 和 乘法 , 则 V 有 [Aj 个 不 
同 的 子 代 数 , 且 这 些 子 代数 四 |. 


2z,gpa(Zz) 一 z2， pie(Z) + ,ps (ZX) zy, 则 其 中 有 [AI 个 是 Y 的 自 同 态 . 它们 是 如 ,有 [Qj 个 


是 单 自 同 态 而 不 是 满 自 同 态 ,IDI 个 是 满 自 同 态 而 不 是 单 自 同 态 ,[ 蔬 | 个 是 自 同 构 . 


(2) 令 工 = 二 {2nlnE2Z), 则 TT 是 V 的 [Ql. 
(3) 令 T, 二 {2n 十 lln€2Z), 则 Ts 不 是 V 的 子 代数 ,其 原因 是 T, [DI|. 
(4) 令 Ts 一 { 一 1,0,1}, 则 Ts: 不 是 V 的 子 代 数 ,其 原因 是 Ts [有 |. 
供 选 择 的 答案 
A: @ 有 限 ; @ 无 限 . 
B: ”@ 含有 有 限 个 元 素 ; ”@ 含有 无 限 个 元 素 ; 

@ 有 的 含有 有 限 个 元 素 , 有 的 含有 无 限 个 元 素 . 
C:  @ 平凡 的 子 代数 ; Q@ 非 平凡 的 子 代数 . 
D\E: @ 对 加 法 不 封闭 ; @@ 对 乘法 不 封闭 ; @ 对 加 法 和 乘法 都 不 封闭 . 
9.5 设 V==<R+,。 放 ,其 中 为 普通 乘法 . 对 任意 zxER+ , 令 pi(z) 一 |zl,ps(z) 一 


供 选 择 的 答案 
A.C.D.E: © 0; ©@l1; ® 2; @ 3; © 4; @ 5. 
B: (OR ©® pps; ©@ pps,pi; OD Pi ,pz ,pa pr. 


9.6 设 V=<Z, 十 二 ,其 中 十 为 普通 加 法 .TEZV, 令 wz) 一 za(z) 一 0,93(Z) 一 并 十 


5,9.(7)=27,95 (2) = ,pe (72) Z, 则 py,，… ,gs 中 有 [A 个 是 V 的 自 同 态 ,其 中 | 国 个 不 
是 V 的 自 同 构 ,[Q| 个 只 是 单 自 同 态 不 是 满 自 同 态 ,DI 个 是 满 自 同 态 不 是 单 自 同 态 . 零 同 态 


的 同 态 像 是 | 下 


供 选择 的 答案 
A.B.C.D: © 0; © 1; Q@ 2; @ 3; © 4; ©®5; © 6; 

E: {0}; @ 0o0; @ Z. 

9.7 对 以 下 定义 的 集合 和 运算 判别 它们 能 否 构 成 代数 系统 ? 如 果 能 ,请 说 明 是 构成 哪 


一 种 代数 系统 ? 
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(1) Si 二 {0, 土 1, 士 2,…, 土 n) ,十 为 普通 加 法 , 则 S 是 [Al. 


(2) Ss 二 | 十 ,0,21, x 为 普通 乘法 , 则 Ss 是 国 
2 


(3) Ss 二 {0,1,…,n 一 1),n 为 任意 给 定 的 正 整数 且 ?” 之 2,* 为 模 n 乘 法 ,为 模 n 加 法 ， 


则 S; 是 [a]. 
(4) S$, 二 {0,1,2,3} ,三 为 小 于 等 于 关系 , 则 Ss 是 上 D|. 
(5) 5S; 一 M,(R) ,十 为 矩阵 加 法 , 则 Ss 是 [ 因 . 
供 选 择 的 答案 
A:BIC DB: 
@ 半 群 ,不 是 独 异 点 ;，@ 独 异 点 ,不 是 群 ; @ 群 ; @ 环 , 不 一 定 是 域 ; 
@ 域 ; @ 格 ,不 是 布尔 代数 ;， @ 布尔 代数 ; 
@ 代数 系统 ,但 不 是 以 上 7 种; 加 不 是 代数 系统 . 
9.8 (1) 设 G={0,1,2,3), 若 人 为 模 4 乘 法, 则 二 G, 二 构成 [Al. 
(2) 若 外 为 模 4 加 法 , 则 二 G, 外 二 是 到 阶 群 , 且 是 [Qj. G 中 的 2 阶 元 是 四 | ,4 阶 元 是 [2]. 
供 选 择 的 答案 
A: @ 群 ; @ 半 群 ,不 是 群 . 
B:  @ 有限; @ 无 限 . 
C: ”@ Klein 四 元 群 ， @ 置换 群 ; @ 循环 群 . 
D、E: @ 0; @1 和 3; @ 2. 
9.9 (1) 设 二 L, 人 和信,V, ,0,1> 是 布尔 代数 , 则 工 中 的 运算 入 和 V MI ,运算 V 的 么 元 


是 四 | , 零 元 是 {C] ,最 小 的 子 布尔 代数 是 由 集合 [D| 构 成 . 
(2) 在 布尔 代数 志 中 表达 式 
(aeAb)VCaeApAc)V(CAc) 


的 等 值 式 是 巴 ]. 
供 选 择 的 答案 
A: gg@ 适合 德 。 摩根 律 、 寡 等 律 .消去 律 和 结合 律 ; 
@) 适合 德 . 摩根 律 .结合 律 . 寡 等 律 分配 律 ; 
@ 适合 结合 律 .交换 律 .消去 律 、 分 配 律 . 
BiCs 轩 信 D1 
D: © {1); (D053, 


E: ®bA(aVo); ©@ (aANV (a Mb); WlaVD)A(aVoeV ONGV oO. 
9.10 设 S={1,2,…,10}, 间 下 面 定义 的 二 元 运算 * 是 否 为 S 上 的 二 元 运算 ? 


(1) zx*y 二 gcd(zx,y),X 与 y 的 最 大 公约 数 . 

(2) zx*y 二 lem(z,y) ,XT 与 y 的 最 小 公 倍 数 . 

(3) zx y 一 大 于 等 于 zy 的 最 小 整数 . 

(4) 工 x y=max{zx,y}. 

(5) zxy 一 质数 p 的 个 数 ,其 中 x 三 p 志 xy. 
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9.11 下 面 各 集合 都 是 N 的 子 集 ,它们 在 普通 加 法 运算 下 是 否 封闭 ? 
(1) {zlz 的 某 次 过 可 以 被 16 整除 }. 

(2) { 广 |w 与 5 互 质 }. 

(3) {zlz 是 30 的 因子 }. 

(4) {zlz 是 30 的 倍数 }. 

9.12 设 V=<S,x* 二 ,其 中 S={a,b,c} ,x* 的 运算 表 如 表 9-3 所 示 . 


表 9-3 
(1) (2) (3) 
关 a b c 关 a b 册 关 a b c 
a a b c a a b 窗 a a b c 
b b 这 a b a b c b b b c 
汉 c a b < a b < 全 c C c 


分 别 对 以 上 每 种 情况 讨论 * 运算 的 可 交换 性 、 竹 等 性 ,是 否 含有 乏 元 以 及 S 中 的 元 素 是 否 
含有 逆 元 . 

9.13 设 赔 = 二 (0,1,2),。>>,V 一 <<(0,1),* 过 ,其 中 * 表 示 模 3 加 法 , * 表示 模 2 乘 
法 , 试 构造 积 代数 Vi XV, 的 运算 表 , 并 指出 积 代数 的 乏 元 . 

9.14 设 代 数 系统 V 王 <A,。,*,A>, 其 中 A=({1,2,5,10),Vz,yEA 有 zy 一 工 


与 y 的 最 大 公约 数 ,zxy 一 工 与 y 的 最 小 公 倍 数 , Ax 一世 . 给 出 关于 。、* 和 A 运算 的 运 
算 表 . 

9.15 设 V 一 二 R* ,之 是 代数 系统 ,其 中 R* 为 非 零 实数 的 集合 . 分 别 对 下 述 小 题 讨 
论 。 运 算是 否 可 交换 、 可 结合 ,并 求 么 元 和 所 有 可 北 元 素 的 逆 元 . 


(1) Va,bER” ,20 一 于 (C 十 D)， 


(2) Va,OER” :0 一 全， 


(3) Va,bER* ,ab=ab. 

9.16 设 V= 二 A,* 记 为 代数 系统 ,其 中 A={0,1,2,3,4). Ya,bEA,ax*b= 
(ab)mod 5. 

(1) 列 出 * 的 运算 表 . 

(2) * 是 否 有 和 零 元 和 么 元 ? 若 有 勾 元 ,请 求 出 所 有 可 逆 元 素 的 逆 元 . 

9.17 设 A=(1,2),V 一 汪 A4,。>>, 其 中 * 表 示 函 数 的 合成 . 试 给 出 V 的 运算 表 , 并 求 
出 V 的 么 元 和 所 有 可 逆 元 素 的 逆 元 . 

9.18 设 A=(zlzERAz 天 0,1}. 在 A 上 定义 6 个 函数 如 下 : 


f(x) = 2 folz) = 过， ee 


一 fs(z) z—1, 


fal) 


(二 二 
Eo 
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V= 二 S$,。>> ,其 中 S={ 户 , 户 ,…, 户 } ,为 函数 的 复合 . 
(1) 给 出 Y 的 运算 表 . 
(2) 说 明 V 的 么 元 和 所 有 可 逆 元 素 的 逆 元 
9.19 设 A 为 n 元 集 ,A 上 可 定义 多 少 个 不 同 的 一 元 运算 和 二 元 运算 ? 其 中 有 
(1) 多 少 个 二 元 运算 是 可 交换 的 ? 
(2) 多 少 个 二 元 运算 是 寡 等 的 ? 
(3) 多 少 个 二 元 运算 既 不 是 可 交换 的 ,也 不 是 寡 等 的 ? 
9.20 设 2Z 为 整数 集合 ,在 Z 上 定义 二 元 运算 *。, Vz,yEZ 有 
rT y=Xy—2, 
那么 Z 与 运算 -能 否 构 成 群 ? 为 什么 ? 
9.21 设 G={a,b,c,d}, 其 中 


1 站 = 0 0 1 
“= 小 | 0 中 sl 路 
G 上 的 运算 是 矩阵 乘法 . 
(1) 找 出 G 的 全 部 子 群 . 
(2) 在 同 构 的 意义 下 G 是 4 阶 循环 群 还 是 Klein 四 元 群 ? 
(3) 令 S 是 G 的 所 有 子 群 的 集合 ,定义 S 上 的 包含 关系 三 , 则 过 S, 三 过 构成 偏 序 集 , 画 
出 这 个 偏 序 集 的 哈 斯 图 . 
9.22 令 Z[={a 二 boila,oEZ} ,其 中 ;为 虚数 单位 , 即 让 一 一 1, 那 么 Z[ 让 对 于 普通 加 
法 和 乘法 能 否 构 成 环 ? 为 什么 ? 
9.23 ”下列 各 集合 对 于 整除 关系 都 构成 偏 序 集 ,判断 哪些 偏 序 集 是 格 ? 
Cl = 
C2) DL= {1, 2 612): 
Co Li 6 
(4) L={1,2,2?,. ,2"). 
9.24 设 <S, 和 人 ,V， ,0,1> 是 布尔 代数 ,在 S 上 定义 二 元 运算 由, VYz,yES 有 
zy 一 (zAyD)VCz Ay)， 
那么 二 S, 昌 二 能 否 构 成 代数 系统 ? 如 果 能 ,指出 是 哪 种 代数 系统 . 
9.25 设 A=(1,2,3,4,5},<P(A) ,四 > 构成 群 ,其 中 四 为 集合 的 对 称 差 . 
(1) 求解 群 方程 (1,3} 四 X 一 (3,4,5)}. 
(2) 令 B={1,4,5), 求 由 B 生 成 的 循环 子 群 二 B>. 
9.26 以 下 两 个 置换 是 Ss 中 的 置换 ,其 中 
和 1 
oa 
(1) 试 把 oc。 和 < 表 成 不 交 的 轮换 之 积 . 
(2) 求 cr.rc.arc 1. 
9.27 判断 以 下 映射 是 否 为 同 态 映射 如 果 是 ,说 明 它 是 否 为 单 同 态 和 满 同 态 . 
(1) G 为 群 ,p: GG,p(zx) 二 e, YrEG, 其 中 e 是 G 的 勾 元 . 
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(2) G 一 二 Z ,十 > 为 整数 加 群 ,p: G>G,g(n) 二 2n, Yn€EZ. 
(3) G1 二 过 R, 十 二 ,Gs 二 二 Rt+,* 过 ,其 中 了 为 实数 集 ,R+ 为 正 实 数 集 , 十 和 “。 分 别 为 


普通 加 法 和 乘法 . p: G1 下 Gs ,pCz) 一 eVzER. 
9.28 设 A={1,2,5,10,11,22,55,110) 是 110 的 正 因 子 集 ,<A, 科 之 构成 偏 序 集 ,其 


中 过 为 整除 关系 . 
(1) 夯 出 偏 序 集 二 A ,二 的 哈 斯 图 . 


(2) 说 明 该 偏 序 集 是 否 构 成 布尔 代数 ,为 什么 ? 
9.29 图 9-1 中 给 出 了 一 些 偏 序 集 的 哈 斯 图 . 


f 
f 8 3 
€ 
Ci d c e 6 (> 1 
pb b 有 
a a 
(a) (b) (©) 
罗 8 
a 六 d e 
d e d 了 
6 
b c b 5 bh ec 
a - a 人 
(e) (g) 


QQ yoann 


(f) (h) 


图 9-1 
(1) 指出 哪些 不 是 格 并 说 明理 由 . 


(2) 对 那些 是 格 的 说 明 它们 是 否 为 分 配 格 、 有 补 格 和 布尔 格 . 
9.30 在 图 9-2 所 示 的 3 个 有 界 格 中 哪些 元 素 有 补 元 ? 如 果 有 ,请 指出 该 元 素 所 有 的 


补 元 . 
1 1 1 
* « 3 d ce da 
b 
a a b a b 
0 0 0 
(a) (b) (0°) 


图 9-2 


习题 解答 


9 A @; B: ©:; C: ©®; D: 0; E: @. 
分 析 5S 为 n 元 集 ,那么 SXS 有 n” 个 元 素 . S$ 上 的 一 个 二 元 运算 就 是 函数 f: SXS 一 
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S. 这 样 的 函数 有 n” 个 . 因此 {a ,四 上 的 二 元 运算 有 2 一 16 个 . 

下 面 说 明 通过 运算 表 判 别 二 元 运算 性 质 及 求 特 异 元 素 的 方法 . 

1” 交换 律 . 若 运算 表 中 元 素 关 于 主 对 角 线 成 对 称 分 布 , 则 该 运算 满足 交换 律 . 

2” 需 等 律 . 设 运算 表 表 头 元 素 的 排列 顺序 为 zi ,zs,…,zs。 如 果 主 对 角 线 元 素 的 排 
列 也 为 zzz, ,zi，* 则 该 运算 满足 宕 等 律 . 

其 他 性 质 , 如 结合 律 或 者 涉及 两 个 运算 表 的 分 配 律 和 吸收 律 , 在 运算 表 中 没有 明显 的 特 
征 , 只 能 针对 所 有 可 能 的 元 素 x、y、< 等 来 验证 相关 的 算 律 是 否 成 立 . 

3” 么 元 e. 设 运算 表 表 头 元 素 的 排列 顺序 为 x ,xs,… ,zx,. 如 果 元 素 x; 所 在 的 行 和 列 
的 元 素 排列 顺序 也 是 zi ,zz ,…,z, 则 为 么 元 . 

4” 零 元 0 如果 元 素 x; 所 在 的 行 和 列 的 元 素 都 是 zx;, 则 x; 是 零 元 . 

5” 短 等 元 . 设 运算 表 表 头 元 素 的 排列 顺序 为 zi ,zs，… ,x,. 如 果 主 对 角 线 上 第 i 个 元 
素 恰 为 ziE {1,2,…,n) ,那么 zx; 是 竹 等 元 . 易 见 么 元 和 零 元 都 是 宕 等 元 . 

6” 可 逆 元 素 及 其 逆 元 . 设 zx; 为 任意 元 素 , 如 果 zx; 所 在 的 行 和 列 都 有 乏 元 ,并 且 这 两 
个 乏 元 关于 主 对 角 线 成 对 称 分 布 , 比 如 说 第 i 行 第 j 列 和 第 j 行 第 i 列 的 两 个 位 置 ,那么 zx; 
与 x; 互 为 道 元 ;如 果 x; 所 在 的 行 和 列 具 有 共同 的 么 元 , 则 勾 元 一 定 在 主 对 角 线 上 ,那么 ri 
的 北 元 就 是 xz; 自己 ;如果 zx; 所 在 的 行 或 者 所 在 的 列 没有 勾 元 ,那么 ri 不 是 可 逆 元 素 . 不 难 
看 出 么 元 e 一 定 是 可 逆 元 素 , 且 e :一 e; 而 零 元 0 不 是 可 逆 元 素 . 

以 本 题 为 例 , fi、f:、fs 的 运算 表 是 对 称 分 布 的 ,因此 ,这 3 个 运算 是 可 交换 的 ,而 fi 不 
是 可 交换 的 . 再 看 震 等 律 . 4 个 运算 表 表 头 元 素 排 列 都 是 ,其 中 主 对 角 线 元 素 排 列 为 a、 
5b 的 只 有 i, 所 以 ,f, 遵从 宕 等 律 . 下 面 考虑 么 元 . 如 果 某 元 素 所 在 的 行 和 列 元 素 的 排列 都 
是 .0, 该 元 素 就 是 么 元 . 不 难看 出 只 有 fs 中 的 a 满足 这 一 要 求 ,因此 ,a 是 f, 的 么 元 ,其 
他 3 个 运算 都 不 存在 么 元 . 最 后 考虑 零 元 . 如 果 a 所 在 的 行 和 列 元 素 都 是 a ,那么 a 就 是 零 
元 ;同样 地 , 若 2 所 在 的 行 和 列 元 素 都 是 2 ,那么 4 就 是 零 元 . 检查 这 4 个 运算 表 , fi 中 的 a 
满足 要 求 , 是 零 元 ,其 他 运算 都 没有 零 元 . 在 户 的 运算 表 中 ,尽管 a 和 4 的 列 都 满足 要 求 ， 
但 行 不 满足 要 求 . 因而 f, 中 也 没有 零 元 . 

9.2 A: 0; B: ®; C: @; D: ©; E: ©. 

分 析 对 于 用 解析 表达 式 定义 的 二 元 运算 * 和 * ,判别 它们 是 否 满足 交换 律 .结合 律 、 寡 
等 律 、 分 配 律 和 吸收 律 的 方法 总 结 如 下 . 

1”“ 运 算 的 交换 律 . 

任 取 zx、y, 根 据 * 运 算 的 解析 表达 式 验 证 等 式 zx*y= 一 >y*Z 是 否 成 立 ， 如 果 成 立 , "运算 就 
满足 交换 律 . 

2”。 运 算 的 结合 律 . 

任 取 zx、y、x, 根 据 * 运 算 的 解析 表达 式 验证 等 式 (z。y)。z 二 x。(y°x) 是 否 成 立 ， 如 果 成 
立 ," 运 算 就 是 可 结合 芯 

3” “运算 的 寡 等 律 . 

任 取 zx, 根据 运算 的 解析 表达 式 验证 等 式 x*x 二 zx 是 否 成 立 ， 如 果 成 立 ,* 运 算 满 足 客 等 律 . 

4”“。 运 算 对 * 运算 的 分 配 律 . 

任 取 x、y、z, 根 据 *< 和 x* 运算 的 解析 表达 式 验 证 等 式 x。(y x*z) 二 (rx°。y)* (zx°。z) 和 
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(yxz)sz 一 (yz)x(zsz) 是 否 成 立 . 如 果 成 立 , 则 -运算 对 * 运算 满足 分 配 律 . 

5”。 和 * 运算 的 吸收 律 . 

首先 验证 < 和 x 运算 是 可 交换 的 . 然后 任 取 x、y, 根 据 * 和 * 运算 的 解析 表达 式 验证 等 
式 zeCzxy) 一 工 和 zx(zey) 一 工 是 否 成 立 . 如 果 成 立 , 则 。 和 x* 运算 满 足 吸收 律 . 

设 * 是 用 解析 表达 式 定义 的 A 上 的 二 元 运算 ,求解 对 于 该 运算 的 特异 元 素 可 以 采用 下 
述 方法 . 

1” 求 么 元 e. 根据 么 元 定义 , YrE A,e 应 该 满足 等 式 z°*e 二 er*x 二 x. 将 等 式 中 的 xee 
和 e。x 用 关于 。 运 算 的 解析 表达 式 代 入 并 将 结果 化 简 ,然后 由 xz 的 任意 性 来 确定 。. 

2” 求 零 元 0. 根据 零 元 定义 , VzEA,0 应 该 满足 等 式 z*0 一 0"z 一 9. 将 等 式 中 的 z*0 
和 bz 用 关于 "运算 的 解析 表达 式 代 和 人 并 将 结果 化 简 , 然 后 由 并 的 任意 性 确定 0. 

3” 求 客 等 元 . 将 xz。x 二 x 等 式 中 的 x*x 用 关于 运算 的 解析 表达 式 代入 并 化 简 , 然 后 
求解 该 方程 ,所 得 到 的 解 就 是 寡 等 元 . 

4” 求 可 逆 元 素 的 逆 元 . 任 取 xEA, 设 工 的 逆 元 为 y, 则 x 与 y 应 该 满足 等 式 xy 二 
y°X 二 e. 将 等 式 中 的 z*y 和 yy°x 用 关于 运算 的 解析 表达 式 代入 ,并 将 e 用 运算 的 么 元 代 
和 人 ,然后 化 简 等 式 . 观察 使 得 该 等 式 成 立 的 zx 应 该 满足 的 条 件 , 然 后 将 y 用 含有 x 的 公式 表 
示 出 来 ,从 而 得 到 z 的 逆 元 , 这 里 特别 要 说 明 一 点 ,如 果 * 运 算 不 存在 么 元 e, 则 所 有 的 元 素 
都 是 不 可 逆 的 . 

以 本 题 为 例 ,具体 的 分 析 过 程 如 下 : 

任 取 <<a,p>,<z,y>>EQXxQ, 由 

<ab> * <r,y>=<ar,ay+t+b>, 
<r,y> *<a,b>=<ra,rbi+y>, 
可 知 一 般 情况 下 ay 十 6 关 x6b 十 y, 所 以 * 运算 不 是 可 交换 的 . 

任 取 过 a,6 二 ,二 zx,y 二 ,二 u,vEQXQ, 由 

(<ab>> ¥* <r,y>)x* <uv> 
=<aray+b> * <u'v> 
一 所 azuyazu 十 ay 十 0 二 ， 
<ab> *(<ry> * <uv>) 
=<ab>> ¥*=<xurvty> 
=<axrua(zv 二 y+6>> 
=< aruarv+ay +b>， 
可 知 * 运 算是 可 结合 的 . 

设 * 运 算 的 么 元 为 二 el ,ez 二 , 则 V<a.0 二 EQxXxQ 有 
ab> * <eve>=<ab>, 
<ee> * <ab>=<a0b>, 

代入 关于 x* 运算 的 解析 表达 式 得 
< aelyaez 十 0 二 一 一 4a0 二 >， 
< eliayeip 十 es 二 一 <<a ,0 二。 
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aei 一 C kez 十 5 一 0， eaa=a,s ep 十 ex pb. 
由 于 “是 任意 有 理 数 ,要 使 得 上 述 4 个 等 式 都 成 立 , 必 有 
el 一 1，ez 王 0. 
所 以 , * 运算 的 么 元 为 二 1,0 盖 . 

对 于 任意 的 < ,>EQxQ, 设 一 ua,0>> 的 逆 元 为 <zy,y>, 那 么 有 
<ab> *<=zr,y>==<1,0>, 
<zy> * ab>=<1,0>. 

代入 关于 x* 运算 的 解析 表达 式 得 
Zaray+t+b>==1,0>， 
< za rp 十 yy 二 王 王 1,0 二 ， 


从 而 得 到 
ar 一 1，ay 十 0=0， xa=1, xb+y=0. 
解 得 


艺 (a 0)，y= (a 0). 
a 


这 说 明 对 一 切 二 a,5>>EQXQ, 只 要 a 闫 0 都 存在 逆 元 < 士 ,一 了 >. 


最 后 补充 说 明 一 点 . 不 难 验证 , * 运算 没有 零 元 , 而 关于 * 运算 的 寡 等 元 是 二 1,0 之 和 
二 0,0 记 ,其 中 65 为 任意 有 理 数 . 

9.3 A.: ©; B: ©; C: @; D: ®; E: @. 

分 析 ”怎样 检验 运算 是 否 为 SS 上 的 二 元 运算 ,或 者 说 S 是 否 关 于 运算 封闭 ? 主要 是 
验证 以 下 两 个 条 件 是 否 满足 . 

1” 任何 S 中 的 元 素 都 可 以 作为 参与 运算 的 元 素 . 

2” 运算 的 结果 仍旧 是 S 中 的 元 素 . 

如 果 给 定 了 两 个 以 上 的 运算 ,在 讨论 封闭 性 时 要 分 别 对 每 个 运算 讨论 . 

容易 验证 本 题 中 的 6 个 函数 全 是 实数 集 R 上 的 二 元 运算 . 它们 的 可 交换 性 、 结 合 性 、 么 
元 和 零 元 的 判别 结果 如 表 9-4 所 示 . 


表 9-4 
函数 交换 结合 么 元 零 元 函数 交换 结合 么 元 零 元 
i V ~ 为 0 x 沪 Nh Vv x x 
户 xX x x x fs V/ Vv x x 
fs NA NA 为 1 为 0 fs NA xX x x 


9.4 A: O; B: ©; C: ©; D: ®; E: @. 
分 析 对 于 给 定 的 自然 数 zz 一 0,1.2.…， 
nZ= {nk |kELZ)} 
是 V 的 子 代数 . 因为 Vnki .nk; EnZ 有 
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nkitnks 一 TCR 十 Rz) EnZ, 
nki* nks = n(kinks) €E nZ. 
这 说 明 nZ 关 于 十 和 。… 运 算 都 是 封闭 的 ,满足 子 代 数 的 定义 . 由 于 可 以 取 任 何 自 然 数 ,这 
样 的 子 代数 有 无 数 多 个 . 其 中 当 n==0 时 ,nZ==10} 是 有 穷 集合 , 即 有 限 的 子 代 数 , 其 余 都 是 
无 限 的 子 代数 . 
对 于 T, 来 说 , 它 是 奇 整数 的 集合 . 而 奇数 加 奇数 等 于 偶数 ,因而 T; 关于 加 法 不 封闭 . 
类 似 地 , Ts 关于 加 法 也 不 封闭 , 因为 1€T,, 但 1 十 1 二 2& Ts 因而 可 以 判定 T 和 TT 都 
不 是 V 的 子 人 代数, 尽管 T。 和 T 对 于 乘法 是 封闭 的 . 
9.5 A: @; B: ©@; Cr Ds D: ©; E: @. 
分 析 ”构成 代数 系统 的 要 素 有 3 个: 集合、 二 元 或 一 元 运算 及 代数 常数 . 如 果 9 是 代数 
系统 Vi 到 V。 的 同 态 , 那么 p 必须 满足 以 下 条 件 . 
1” 9: Vi 一 V, 即 是 Vi 到 V, 的 函数 . 
2” 对 内 和 W 上 任意 对 应 的 二 元 运算 。 和 。 有 
p(zey) 一 pz)。p(y)，VzyEVi. 
对 Vi 和 Vs 上 任意 对 应 的 一 元 运算 A 和 A' 有 
2p(Az) 一 Ap(z)，VzEV. 
3” 对 Vi 和 V。 上 任意 对 应 的 代数 常数 & 和 k 有 
pk) =k. 
以 本 题 为 例 . 因为 只 有 一 个 二 元 运算 ,验证 时 只 要 检验 条 件 1"、2" 即 可 .具体 的 验证 过 
程 如 下 : Po oa、 都 是 R+ 到 Rt 的 映射 , 且 
Vrsy ERt, prey)=|Irey|=|zrl|y|= 9 7). gi(y). 
Vrsy ERt, p(xr*y) = ry) = 7 y= p(x) py). 


VYzryER，wm(z'y) 一 一 一 8 = pz)» py). 


所 以 mm pa 和 gs 是 V 的 自 同 态 . 但 是 m 和 ys 不 是 V 的 自 同 态 . 原因 如 下 : 
oa(1。2) 一 (2) 一 4， 
pa(1)。a(2) 一 (2。1)。(2.2) 一 8 
故 gs(1，2) 隆 qs(1)，。gs(2) ,破坏 了 同 态 映射 的 条 件 2*. 而 对 于 gs , 它 将 正 数 映射 到 负数 ， 
根本 不 是 R+* 到 R+ 的 函数 ,破坏 了 条 件 ] ,当然 更 谈 不 到 同 态 了 . 
容易 看 出 pi 、ps 和 ps 的 图 像 在 R+ 上 都 是 严格 单调 的 , 且 它 们 的 函数 值 分 布 在 整个 R* 
中 ,因此 ,它们 都 是 双 射 的 ,都 是 V 的 自 同 构 . 
通过 上 面 的 分 析 已 经 知道 了 判别 同 态 及 其 性 质 的 基本 方法 . 下 面 补充 介绍 一 些 典 型 同 
态 映射 的 实例 ,以 供 读者 参考 . 
1”V==<Z, 十 二 是 整数 加 群 . 令 yp,: ZZ,qs(z) 二 ax, YrEZ, 这 里 的 a 是 给 定 的 整 
数 . 那么 ,z,yEZ 有 
9(CZz 十 y) 一 az 十 yy) 一 az 十 ay 一 多 (Zr) 十 加 (Cy). 
qe 是 V 的 自 同 态 . 
当 a 二 0 时 ,y, 不 是 单 同 态 , 也 不 是 满 同 态 , 其 同 态 像 为 二 {0} ,十 过. 
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当 w 一 士 1 时 ,gq 为 自 同 构 . 

当 天 0, 士 1 时 ,gy 为 单 自 同 态 ,其 同 态 像 为 <aZ, 十 二 ,其 中 aZ= {aklkEZ}. 

2”V= 二 < , 甸 二 是 模 整数 加 群 ,其 中 ,一 {0,1,…,n 一 1}.， Vzr,y€EZ 有 zx 加 y 二 
(Xz 十 y)modn. 令 gp: 2 六 Zpp(T) 二 (px)modn, 其 中 p= 二 0,1,…,n 一 1. 可 以 证 明 gp, 是 
V 的 自 同 态 . 因为 Yr,yEZ, 有 

p(TOY= (prOy modn= (pr py)modn 
= (pr)modn © (py)modn 
= 9, (7x) 四 mp(y). 
由 于 p 有 nn 种 取 值 ,这 里 定义 了 nn 个 自 同 态 . 
例如 ,n= 二 6,Z46 二 10,1,…,5}. V 二 过 Zs, 田 二 > 上 有 6 个 自 同 态 , 即 po ,9 ，… ,ys;. 其 中 
GolT)=0, VrEZL, 
(zr)=zx, VrE€E LZ, 
gp2(1)=2, gp(2)= 4, gs(3) = 0, 
w= 5) = , pl0y =0; 
wD = = = 
gd) =0, pl5) =3, Gp(0) 三 0. 
Guy = EE pl 0s 
gi(4) =4, gp.(5)=2, pg.(0)=0. 
gs(1)=5, gs(2) = 4, gs(3) = 3, 
gs(4) =2, gs(5)=1, ps(0)=0. 
这 6 个 自 同 态 中 yp, 和 ys 是 自 同 构 , 其 他 的 既 不 是 单 同 态 , 也 不 是 满 同 态 ，y。 的 同 态 像 为 
二 {0} ,四 >. ps 和 mw 的 同 态 像 为 二 {0,2,4}) ,四 > ,ys 的 同 态 像 为 <{0,3) ,四 >. 

3” 设 总 = 过 Z, 十 ,Vi 二 过 ,外 二 分 别 为 整数 加 群 和 模 整数 加 群 . 9: 2 一,， 
p(x) 二 (x)modn. 容易 证 明 y 是 满 同 态 . 

4 设 凡 =<R, 二 >,V 一 <R ,* ,其 中 R 和 R* 分别 代 表 实数 集 和 非 零 实数 集 ， 
十 和 。… 分 别 代 表 普 通 加 法 和 乘法 . p: RR* ,p(z)=er 是 Vi 到 Vs 的 单 同 态 , 其 同 态 像 为 
<<R+ ,。> 二 ,这 里 的 R+ 是 正 实数 集 . 

5” 设 Vi=<A,°* 二 ,Vs 二 =B,* 之 是 具有 一 个 二 元 运算 的 代数 系统 . Vi 与 Vs 的 积 
代数 为 <AXB,, 二 . 令 p: AXB-A,p(<a:b>>)=a, 那 么 p 是 积 代数 Vi XV: 到 Vi 的 
同 态 ,因为 对 任意 一 a ,记过 ,<az ,加 二 EAXB 有 

PC(< ao 二。 所 ap 二) 
= p(< airas ,bi *b >) 


= 9p(<abi >)° (< as,b >). 

容易 看 出 p 是 满 同 态 . 只 有 当 B 为 单元 集 时 p 为 同 构 . 
9.6 A: @; : CC 加; D:Ds E: ®. 
8 C: @; D: ©; E: @. 


分 析 ”对 于 给 定 的 集合 和 运算 判别 它们 是 否 构 成 代数 系统 的 关键 是 检查 集合 对 给 定 运 
算 的 封闭 性 ,具体 方法 已 在 9. 1 节 做 过 说 明 . 下 面 分 别 讨论 对 各 种 不 同 代 数 系统 的 判别 方法 . 

1” 给 定 集合 S 和 二 元 运算 。, 判 定 一 S,。 之 是 否 构成 半 群 . 独 异 点 和 和 群 . 根据 定义 , 判 
别 时 要 涉及 以 下 条 件 的 验证 : 

条 件 1 S 关于 "运算 封闭 ; 

条 件 2 “运算 满足 结合 律 ; 

条 件 3 。 运 算 有 么 元 ; 

条 件 4 VYxE€S,r1E€S. 
其 中 半 群 判定 只 涉及 条 件 1 和 2; 独 异 点 判定 涉及 条 件 1、2 和 3; 而 群 的 判定 则 涉及 所 有 的 4 
个 条 件 . 

2” 给 定 集合 S 和 二 元 运算 +: 和 x* ,判定 二 S,。, * 二 是 否 构 成 环 、 交 换 环 、 含 么 环 、 整 环 、 
域 . 根据 有 关 定 义 需要 检验 的 条 件 有 : 

条 件 1 二 S,* 二 构成 交换 群 ; 

条 件 2 二 S, * 二 构成 半 群 ; 

条 件 3 x* 对 。 运 算 的 分 配 律 ; 

条 件 4 * 运 算 满 足 交换 律 ; 

条 件 5 x 运算 有 乏 元 ; 

条 件 6 x* 运算 不 含 零 因子 一 一 消去 律 ; 

条 件 7 1|S| 宇 2, Yr€ES,x 关 0, 有 x-!ES( 对 x 运算 ). 
其 中 环 的 判定 涉及 条 件 1.2 和 3; 交换 环 的 判定 涉及 条 件 1.2.3 和 4; 含 么 环 的 判定 涉及 条 
件 1.2.3 和 5; 整 环 的 判定 涉及 条 件 1 一 6; 而 域 的 判定 则 涉及 全 部 7 个 条 件 . 

3” 判定 偏 序 集 二 S, 二 或 代数 系统 二 S,。, x* 二 是 否 构成 格 、 分 配 格 有 补 格 和 布尔 
格 .车 二 S, 才 二 为 偏 序 集 , 首 先 验证 Vx,yES、xAy 和 xVy 是 否 属 于 S. 若 满足 条 件 则 S 
为 格 , 且 二 S, 人 ,V 过 构成 代数 系统 . 若 二 S,。, * 二 是 代数 系统 且 。 和 * 运算 满足 交换 律 , 结 


合 律 和 吸收 律 , 则 二 S,。, x 二 构成 格 . 
在 此 基础 上 作为 分 配 格 的 充分 必要 条 件 是 不 含有 与 图 9-3 所 示 的 4) 4 


格 (钻石 格 、 五 角 格 ) 同 构 的 子 格 . 而 有 补 格 和 布尔 格 的 判定 只 要 根据 
定义 进行 即 可 . 注意 对 于 有 限 格 ,只 要 元 素 个 数 不 是 2 的 竹 , 则 一 定 不 (a) (b) 


是 布尔 格 . 但 元 素 个 数 恰 为 2” 的 有 限 格 中 只 有 唯一 的 布尔 格 . 图 9-3 
以 本 题 为 例 具 体 的 判定 过 程 如 下 . 


(1) 由 十 n 二 2n 久 Si 可 知 Si 对 十 运算 不 封闭 ,根本 不 构成 代数 系统 . 

(2) 由 2x*2 二 4F Ss 可知 S, 对 * 运算 不 封闭 ,也 不 构成 代数 系统 . 

(3) S; 关于 。、* 运算 封闭 ,构成 代数 系统 . 且 S; 关于 模 加 法 .满足 交换 群 的 定义 , 关 
于 模 乘法 x 满足 半 群 的 定义 , 且 x* 对 * 有 分 配 律 , 因而 二 S;,。,* 二 构成 环 . 但 当 z 一 6 时 ， 
有 2x*3 二 3*2 二 0.S。 中 含有 零 因 子 2 和 3, 不 是 整 环 ,也 不 是 域 . 类 似 地 分 析 可 知 , 当 为 
合 数 时 ,S, 不 是 域 ,但 ”为 素数 时 S, 构成 域 . 

(4) Ss 是 偏 序 集 . 对 于 小 于 等 于 关系 委 ,zA 人 yy 一 min{z,y),zVy 一 max{tz,y}, 显 然 有 
ZX 人 y,TV yE Ss, 构 成 格 . 但 Ss 不 是 有 补 格 ,2 和 3 没有 补 元 ,也 不 是 布尔 代数 . 
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(5) 容易 验证 Ss 关于 矩阵 加 法 构成 群 . 
9.8 A: ©®; B: @; C: ©; D: ®; E: @. 
分 析 此 处 的 G 实际 上 是 Z,. Zz 关于 模 加 法 构成 群 ,但 关于 模 nn 乘法 只 构成 独 异 
点 ,而 不 构成 群 ,因为 0 没有 乘法 道 元 , 二 G, 由 > 是 循环 群 . 2 是 2 阶 元 ,1 和 3 是 4 阶 元 . 
如 何 求 群 G 中 元 素 的 阶 ” 如 果 |G|==n,; 则 YrEG,|zx| 是 nn 的 正 因子 . 首先 找到 的 正 
因子 ,并 从 小 到 大 列 出 来 ,然后 依次 检查 每 个 正 因子 ~ 使 得 x"==e 的 最 小 的 正 因子 7 就 是 x 
的 阶 . 本 题 的 |G|= 二 4,4 的 正 因子 是 1.2、4. 由 于 
21 = 二 2 关 0. 
2 =2@2=0. 
所 以 ,|2| 王 2. 类 似 地 有 
3 一 3，3: 一 3 四 3=2，3 一 3 四 3 四 3=1， 
3 一 3 中 3 由 3 由 3=(0， 


因而 |3| 王 4. 

9.9 A: ©@; B: @; Cs ©; D: ©; Es, ©®. 

分 析 (1) 根据 布尔 代数 定义 可 知人 和 V 运算 适合 交换 律 , 结 合 律 , 宪 等 律 , 分 配 律 、 
德 。 摩 根 律 等 ,不 适合 消去 律 . VzEL,0Vz=z,zV0=xzzV1=1,1Vz=1, 所 以 ,0 是 V 
运算 的 么 元 ,1 是 V 运算 的 零 元 . 由 于 在 布尔 代数 的 表示 二 L, 人 人,V ,” ,0,1 二 中 ,0 和 1 是 作 
为 代数 常数 列 出 来 的 ,所 以 ,最 小 的 子 布 尔 代数 应 包含 所 有 的 代数 常数 . 经 验证 {0,1) 恰 构 
成 子 布尔 代数 ,因而 是 最 小 的 子 布尔 代数 . 

(2) 表达 式 的 等 值 式 与 对 偶 式 是 两 个 概念 ,应 加 以 区 别 . 容易 看 出 ,由 吸收 律 、 交 换 律 、 
分 配 律 有 


(aAbVlaAbpA VA 


一 (CADOV(CGAc) 吸收 律 
一 (0Aa)V(GAc) 交换 律 
= a Ve) 分 配 律 


这 说 明 该 表达 式 与 了 A 人 (aV c) 是 等 值 的 ,而 其 他 两 个 表达 式 都 不 满足 要 求 . 
9.10 (1) 和 (4) 是 代数 系统 . 
(2) 不 是 ,例如 ,lcem(9,10) 二 90,90&S. 
(3) 不 是 ,例如 ,9 *10==90,90&S. 
(5) 不 是 ,例如 ,9*10=0,0&S. 
9.11 (1) 封闭 , 若 x'、y' 是 16 的 倍数 , 则 (zx 十 y)*! 也 是 16 的 倍数 . 
(2) 不 封闭 ,例如 ,2 和 5 互 质 ,3 也 和 5 互 质 ,但 2 十 3==5 却 不 和 5 互 质 . 
(3) 不 封闭 ,3 和 5 都 是 30 的 因子 .但 是 3 十 5==8 不 是 30 的 因子 . 
(4) 封闭 . 
9.12 (1) 可 交换 ,不 寡 等 . a 是 么 元 ,上 且 a != 二 a,b 和 cc 互 为 道 元 . 
(2) 不 可 交换 ,有 特等 性 ,无 么 元 ,当然 不 用 考虑 逆 元 了 . 

。 146 。 


(3) 可 交换 ,有 竹 等 性 , 么 元 是 a,a :一 ax, 和 c 都 没有 逆 元 . 
分 析 这 里 补充 谈 谈 结合 律 的 判定 问题 . 在 验证 结合 律 (z* y) * z 二 T+* (yxx) 是 否 
成 立时 ,等 式 中 的 +、y、z 可 以 取 a、b、c 中 的 任何 元 素 , 共 有 27 种 可 能 的 选 法 . 这 意味 着 必 
须要 验证 27 个 等 式 , 工 作 量 很 大 . 若 zy\z 中 有 么 元 或 零 元 存在 , 则 等 式 显然 成 立 ， 考虑 
这 个 因素 ,在 验证 时 可 以 不 选取 集合 中 的 么 元 和 零 元 . 下 面 以 本 题 为 例 来 判定 结合 律 是 否 
成 立 . 
(1) a 是 么 元 . 只 须 对 和 和 进行 验证 . 又 由 于 * 运算 的 可 交换 性 ,全 是 45 或 全 是 c 的 
情况 可 以 忽略 ,因而 需要 验证 的 只 有 下 面 6 种 情况 : 
(xpb)x*c 一 cxc 一 0 一 0OxQd 一 0x(Oxc)， 
(xc)x0 一 4x0 一 0 一 0xwd 一 0x(cCx0)， 
(bxc)x*xc=axc=c=bxb=bx*(cx*c), 
(cxb)xb=axb=b=cx*c=cx* (bb), 
(cxb)xc=axc=c=cx*a= cx*(bxce), 
(cxc)xb=bxb=cec=cecxa=cx*(cx*b). 
由 以 上 验证 可 知 * 运算 是 可 结合 的 . 
(2) 通过 观察 发 现 , Vz,yES 有 zx y 一 y 每 个 元 素 都 是 右 零 元 . 因而 必 有 Vz,y,zE S， 
(ZY XZ= y= TE(YyL)= TZ= 


这 就 证 明了 结合 律 是 成 立 的 . 


(3) a 是 么 元 ,c 是 零 元 , 故 只 须 对 /验证 . 显然 (6x 中 x0 二 bx (0x0) ,因此 结合 律 成 立 . 
9.13 结果 如 表 9-5 所 示 . 
表 9-5 
<0,0> <0,1> <1,0> < <2,0> <2,1> 
<0,0> <0,0> <0,0> <1,0> ~<1,0> < 0 <2,0> 
<0,1> <0,0> <0,1> <1,0> < <2,0> <2,1> 
<1,0> <1,0> < 0 <2,0> <2,0> <0,0> =0,0> 
<1,1> <1,0> <1,1> <2,0> <2,1> <0,0> <0,1> 
<2,0> <2,0> <2,0> =0.0> <0,0> <1,0> <1,0> 
<2,1> <2,0> <2,1> <=0.,0> <0,1> <1,0> <1,1> 


注 : 其 中 天 0,1 二 为 么 元 . 
9.14 运算 表 如 表 9-6 所 示 . 
表 9-6 


9.15 (1) 可 交换 ,不 可 结合 ,无 么 元 ,无 可 逆 元 素 . 
(2) 不 可 交换 ,不 可 结合 ,无 么 元 ,无 可 逆 元 素 . 


(3) 可 交换 ,可 结合 , 么 元 是 1, VaER* 有 a-! 一 汪 ， 


9.16 结果 如 表 9-7 所 示 . 

零 元 : 0. 

多元 

Dd 
9.17 A4 一 (万 , 户 , 户 ,六 ) ,其 中 


fi(D=1, fA(2)= 1 
A 
iW = FA 
i= 2 Ss 
运算 表 如 表 9-8 所 示 . 
表 9-7 表 9-8 
关 0 1 2 3 4 
0 0 
3 4 
1 3 
4 2 
2 1 


么 元 : f. 
逆 元 ， fi 无 逆 元 ,2 = 二 fasfs 二 ff 无 逆 元 . 
9.18 运算 表 如 表 9-9 所 示 . 


表 9-9 

办 f: fs fs fs fs 
fn 为 fs fs fs fs 
f: fe fn fs fs fs fs 
fs fs fs 疗 fs RR fs 
fa A fs fz fs 万 fs 
fs fs fs fs fi 济 fz 
fs fs fs fs fz fs fi 
么 元 : 亡 . 
递 元 : 让 :一 户 ,有 一 户 , 一 有 户 , 一 方太 :一 太太 :一 太 . 


分 析 注意 复合 函数 的 计算 顺序 . 例如 ， 
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JE 三 


= 汪 = 三 二 
了 一 1 一 忆 ) 3 
= f(z) 


从 而 得 到 f°。f; = 了. 

9.19 设 A={ai,as，…,a,},A 上 的 一 元 运算 是 f: A 一 A, 有 |A4*|=wr' 个 不 同 的 一 元 运 
算 . A 上 的 二 元 运算 是 f: AXA 一 A, 有 |A**4|==wr” 个 不 同 的 二 元 运算 . wi ne 
的 二 元 运算 只 需 考虑 运算 表 (nXn 矩阵 ) 的 构成 . 每 种 构成 方式 恰好 对 应 了 一 个 运算 . 

(1) 对 于 可 交换 的 运算 ,其 运算 表 关 于 主 对 角 线 成 对 称 分 布 , 因 此 只 hj 


在 内 的 上 三 角 区 域 中 那些 元 素 的 可 能 赋值 一 共有 邢 寺 ”个 元 素 .每 个 元 素 有 ， 种 选择 , 因 


此 有 于 不 同 的 可 交换 的 运算 . 
(2) 对 于 竹 等 的 运算 ,其 运算 表 的 主 对 角 线 元 素 只 有 一 种 取 值 ,就 是 按照 A 中 元 素 的 顺 
序 分 布 , 剩 下 的 元 素 有 好 一 个 .每 个 元 素 有 n 种 选择 ,因此 有 n”" 个 不 同 的 宪 等 的 运算 . 
(3) 根据 包含 排斥 原理 . 既 没有 交换 性 也 没有 竹 等 性 的 运算 个 数 应 该 等 于 A 上 的 二 元 
运算 总 数 减 去 可 交换 的 运算 数 ,再 减 去 竹 等 的 运算 数 , 最 后 加 上 既 可 交换 也 窒 等 的 运算 个 
数 ,这 种 运算 有 nw" 个 ,因此 所 求 运算 数 为 
nn 十 i 


9.20 易 证 Z 对 * 运 算是 封闭 的 , 且 对 任意 zx,y,zEZ 有 


(T°y)°° z= (zy—2)++z—2=ZXx++y 二 +z—4， 

XxX°(y°z)=x° (y+z—2)=Xx+(y++z—2)—2=x+y 十 zx 一 4， 
结合 律 成 立 . 2 是 .运算 的 么 元 .VYVzxE2,4 一 + 是 x+ 关于 "运算 的 逆 元 . 综合 上 述 , 二 Z,* 二 
构成 群 . 表 9-10 

9.21 根据 矩阵 乘法 可 以 得 到 G 的 运算 表 如 表 9-10 - 了 


所 示 . 
由 运算 表 可 以 看 出 a 是 么 元 . 又 由 
a 税 三 人 人 三 区 
和 
知道 |6|=2,1c|==1d|==4. 当 |G| 与 G 中 元 素 z 的 阶 相 
等 时 ,有 G 王 近 z 二 . 因此 G 是 4 阶 循环 群 . 
G 的 子 群 有 {a}、{a,b}.G 3 个 . 令 S={{a},{a,6},G}, 则 二 S, 己 二 的 哈 斯 图 如 图 9-4 
所 示 . 
分 析 这 里 对 怎样 求 一 个 循环 群 的 生成 元 和 子 群 做 一 点 说 明 . 
1” 若 G= 过 a 请 是 无 限 循 环 群 ,那么 G 只 有 两 个 生成 元 , 即 a 和 wu- . G 的 {a, b} 
子 群 有 无 数 多 个 ,它们 分 别 由 a* 生成 ,这 里 的 & 可 以 是 0,1,…. 将 a* 生成 的 子 
群 的 元 素 列 出 来 就 是 {a} 
a = ss 图 9-4 


G 


该 子 群 也 是 一 个 无 限 循环 群 .不 难 证 明 当 k& 关 1 时 , 子 群 二 a 二 隆之 a' 这 . 

例如 ,G= 二 过 Z, 十 二 ,那么 G= 达 1 二 是 无 限 循环 群 . G 的 生成 元 为 1 和 一 1. G 的 由 1 
生成 的 子 群 是 二 1: 放 = 过 kg 记 二 {10,k, 一 k,2k, 一 2k,…} 二 kZ, 其 中 二 0,1,…. 

2” 若 G= 过 a 请 是 nn 阶 循环 群 ,那么 G 二 {esa,…,a”!}. G 的 生成 元 有 #8 (mw) 个 ,这 里 
的 $(7) 是 欧 拉 函 数 , 即 小 于 等 于 有 上 且 与 互 素 的 正 整数 个 数 . 求生 成 元 的 方法 是 : 先 找到 
所 有 小 于 等 于 nn 且 与 n 互 素 的 正 整 数 . 对 于 每 个 这 样 的 正 整数 r,w- 就 是 G 的 生成 元 . G 的 
子 群 个 数 由 的 正 因子 数 决定 . 对 于 的 每 个 正 因子 4 ,一 co 二 就 是 G 的 d 阶 子 群 . 

以 本 题 为 例 . 1G|==4, 与 4 互 素 的 数 是 1 和 3. 因此 G 王 二 c> 的 生成 元 是 ct =c,c?=d. 
再 考虑 子 群 . 4 的 正 因 子 是 1.2.4, 所 以 ,G 的 子 群 有 3 个 , 即 

一 co>>=<ct 人 >=<ao>={a)， 1 阶 子 群 

<c#>=<e>={a,b), 2 阶 子 群 

<et>=<e>=6. 4 阶 子 群 
根据 包含 关系 不 难得 到 图 9-4 所 示 的 哈 斯 图 . 

9.22 ZV[i] 对 普通 加 法 和 乘法 是 封闭 的 , 且 加 法 满足 交换 律 结合 律 ,乘法 满足 结合 律 ， 
乘法 对 加 法 满足 分 配 律 . 又 知道 加 法 的 么 元 是 0, Va 十 bi EV[ 让 ,一 a 一 bi 是 a 十 bi 的 负 元 . 
从 而 Zi 让 关于 加 法 和 乘法 构成 环 . 容易 看 出 这 是 一 个 整 环 , 但 不 是 域 . 

9.23 (1) 不 是 格 ,(2)、(3) 和 (4) 都 是 格 . 

9.24 任 取 z,yES, 由 S 的 性 质 有 

zBy=(rzAy V(r A ES, 
S 关于 四 是 封闭 的 ,构成 代数 系统 二 S, 由 之 . 容易 验证 由 运算 满足 结合 律 . 么 元 是 0, 因 为 
VzES 有 


zxB0=(xA0)V(z A0)=(rADV(r A0)=zrV0=z. 
同 理 有 0 电 + 二 x. 且 VzES 有 
XxDr=(rAxr V(r Ar)=0V0=0. 
即 x-!=x. 综合 上 述 ,二 S, 甸 二 构成 群 . 
9.25 (1) X={1,4,5}. 
(2) <B>={B,B’}={{1,4,5} ,2)}. 
分 析 设 G 为 群 ,a,b5EG. 群 方程 ax==b 在 G 中 有 了 唯一 解 x+ 二 a 0 类似 地 ,和 群 方程 
ya 二 b 在 G 中 也 有 了 唯一 解 y 二 ba™'. 代入 本 题 有 
X={1,3} 1®{3,4,5} = {1,3} ® {3,4,5} = {1,4,5} 
由 于 对 任何 BE P(A) 有 BB 二 如 ,因而 有 : 当 n 为 奇数 时 ,B" 二 B; 而 当 n 为 偶数 时 ， 
B" 二 人 G. 尽管 二 B 二 中 包含 了 也 的 所 有 答 . 但 只 有 两 个 结果 , 即 B 和 2. 
9.26 (1) c 一 (124)(365) ,r 一 (1634)(25). 
(2) or 一 (15423) ,ro 一 (15462) ,oro 1 一 (15423)(563)(421) 一 (1256)(34). 
分 析 为 了 求 出 的 轮换 表示 , 先 任 选 一 个 元 素 , 比 如 说 1, 从 上 述 表 示 式 中 找到 o(1). 
如 果 c(1)=1, 则 第 一 个 轮换 就 找到 了 ,是 (1). 如 果 c(1) 一 五 汪 天 1, 接 下 去 找 c(Ga) 一 iz. 继 
续 这 一 过 程 ,直到 某 个 关 满 足 c(i) 王 1 为 止 . 通过 这 样 的 挑选 ,从 {1,2,…,n} 中 选 出 了 一 
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个 序列 : 1 ,is,…,is ,其 中 的 元 素 满足 6(1)==i1 ,0(1) 二 i ,… ,0(ii1) 二 i,0(i4) 二 1. 这 就 
是 从 o 中 分 解 出 来 的 第 一 个 轮换 (1 is…is)， 如 果 该 轮换 包含 了 {1,2,…,n}) 中 的 所 有 元 
素 ,那么 分 解 结束 ,并 且 有 c 一 (1 i2…i4) ;否则 任 取代 ,2,…,n} 中 剩余 的 一 个 元 素 才 1 ,然后 
找到 第 二 个 轮换 (六 j，…j,). 照 这 样 做 下 去 ,直到 {1,2,…,n) 中 没有 剩 下 的 元 素 为 止 . 

以 本 题 的 o 为 例 . 由 vc 的 置换 表示 知道 . o(1) 二 2,c(2) 二 4,c(4) 二 1, 从 而 得 到 第 一 个 
轮换 (124). 接着 从 {3,5,6) 中 选取 3, 继 续 这 一 过 程 ,得 到 o(3) 二 6,0(6) 二 5,0(5) 二 3, 这 就 
是 第 二 个 轮换 (365). 所 有 的 元 素 都 出 现在 轮换 之 中 ,分 解 结束 ,并 且 co 二 (124)(365). 

在 求 置换 o 的 轮换 表示 时 可 将 表示 式 中 的 1- 轮 换 省 略 . 例如 ,co=(13)(2)(46)(5) 中 的 
(2) 和 (5) 都 是 1- 轮 换 , 可 将 c 简 记 为 (13)(46). 此 外 要 说 明 的 是 表示 式 中 的 轮换 是 不 相交 
的 , 即 同 一 个 元 素 不 能 出 现在 两 个 轮换 之 中 . 如 果 交 换 了 轮换 的 次 序 ,或 者 选择 了 轮换 中 不 
同 的 元 素 作 为 首 元 素 而 保持 顺序 不 变 , 那 么 所 得 的 轮换 表示 是 相同 的 . 例如 ,ac 一 (124) 
(365) 也 可 以 写作 o==(365)(124) 或 c= 二 (241)(365) 等 . 

给 定 nn 元 置换 so 和 ,怎样 求 cr 或 c 一 呢 ? 根据 复合 函数 的 定义 ,只 需求 出 or(1)， 
or(2),…,or(n) 就 可 以 得 到 or 的 置换 表示 或 轮换 表示 . 以 本 题 为 例 ,or(1) 王 ac(Cr(1)) 一 
(6) 一 5. 类 似 地 有 ur(2) 一 3,or(3) 一 1,or(4) 一 2,or(5) 一 4,or(6) 一 6, 从 而 得 到 cr 一 
(15423)(6) ,化 简 为 or 二 (15423). 逆 的 计算 比 乘法 简单 . 设 c 一 mme…m 为 o 的 轮换 表示 
式 , 那 么 co! 二 tel…rz1ri1 ,其 中 的 若 为 轮换 (iiio…i), 则 有 ?二 Gi…*isii),j 二 1,2,*…， 
k. 例如 ,ao 一 (124)(365), 则 co ! 二 (563)(421). 从 而 

oro- = (or)o! = (15423)(563)(421). 


而 
wre (l= (4 = 2 dW (2 =i0r(1) =85 
oro (3) 一 or(5) = 4, oro (4) = or(2) 一 3， 
oro (5) 一 or(6) = 6, oro (6) 一 cr(3) 一 1. 


因此 ,得 到 cra! 二 (1256)(34). 在 oro 1(5) 的 计算 中 有 cr(6) 出 现 . 观察 到 cr 的 表示 式 


(15423) 中 不 含有 6 ,这 就 意味 着 cr(6) 一 6. 110 
9.27 (1) 是 同 态 映 射 . 当 G= {e} 时 为 单 同 态 . 满 同 态 和 同 构 . 
而 当 G 不 是 平凡 群 时 ,p 既 不 是 单 同 态 ,也 不 是 满 同 态 . 10 55 


(2) 是 同 态 映 射 , 且 为 单 同 态 ,不 是 满 同 态 . 
(3) 是 同 态 映 射 , 也 是 单 同 态 和 满 同 态 . 
9.28 (1) 哈 斯 图 如 图 9-5 所 示 . 
(2) 可 以 构成 布尔 代数 . Vz,yEA,zVy 是 z 与 y 的 最 小 公 倍 图 9-5 

数 ,zxAy 是 zx 与 y 的 最 大 公约 数 . 而 A 关于 V 和 人 运算 是 封闭 的 . 

容易 验证 V 和 人 运算 满足 交换 律 \ 结 合 律 、 吸 收 律 , 且 是 互相 可 分 配 的 ,因此 ,该 偏 序 集 构成 


分 配 格 . VzEA,2 是 zx 的 补 元 ,这 就 证 明了 该 偏 序 集 构成 有 补 分 配 格 , 即 布尔 代数 . 


9.29 (1) 图 9-1(c)、 图 9-1(d)、 图 9-1(e)、 图 9-1(h) 不 是 格 . 图 9-1(c) 中 的 {f,g} 没 
有 最 小 上 界 ; 图 9-1(d) 中 的 {a,e} 没 有 最 大 下 界 ; 图 9-1(e) 中 的 {d,e) 没 有 最 大 下 界 ; 
图 9-1(h) 中 的 {d,e} 没 有 最 小 上 界 . 
151 ，。 


(2) 图 9-1(a) 和 图 9-1(b) 为 分 配 格 ,但 不 是 有 补 格 和 布尔 格 ;图 9-1(f) 不 是 分 配 格 和 
布尔 格 , 但 是 有 补 格 ;图 9-1(g) 不 是 分 配 格 , 也 不 是 有 补 格 和 布尔 格 . 

分 析 图 9-1(a) 和 图 9-1(b) 的 所 有 五 元 子 格 都 不 与 图 9-3 中 的 钻石 格 和 五 角 格 同 构 ， 
因而 它们 都 是 分 配 格 . 但 对 于 图 9-1(f) 和 图 9-1(g) 中 的 格 都 能 找到 与 图 9-3(b) 中 五 角 格 
同 构 的 子 格 , 例 如 图 9-1(f) 中 的 {a,6,c,d,f) 和 图 9-1(g) 中 的 {a,6,c,f,g), 因 此 它们 都 不 
是 分 配 格 . 

再 考虑 补 元 . 图 9-1(a) 中 格 的 bc、d 元 素 都 没 补 元 ;图 9-1(b) 中 格 的 bc、d、e 元 素 都 
没 补 元 ;图 9-1(g) 中 格 的 4 元素 没有 补 元 . 它们 都 不 是 有 补 格 . 而 图 9-1(D 中 格 的 每 个 元 
素 都 有 补 元 ,是 有 补 格 . 

9.30 图 9-2(a) 中 0 与 1 互 为 补 元 ;a.b、c.d 都 没有 补 元 . 图 9-2(b) 中 0 与 1 互 为 补 
元 ;a 的 补 元 是 6 和 wii ec 的 补 元 是 2 和 4d;。 的 补 元 为 a 和 c; 4d 的 补 元 为 a 和 ec. 图 9-2(c) 
中 0 与 1 互 为 补 元 ;6b 与 c 互 为 补 元 ;a 与 4 都 没有 补 元 . 
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第 10 章 ”形式 洋 襄 济 和 动机 禄 步 
内 容 提 要 


1. 形式 语言 和 形式 文法 


字母 表 与 字符 串 ”字母 表 是 一 个 非 空 的 有 穷 集合 . 由 字母 表 卫 中 的 符号 组 成 的 有 穷 序 
列 叫做 字母 表 5 上 的 字符 串 . 字符 串 w 中 的 符号 数 叫做 w 的 长 度 , 记 作 |w|. 长 度 为 0 的 字 
符 串 叫做 空 串 , 记 作 6. n 个 a 组 成 的 字符 串 cae…a 记 作 a”. 

子 串 前缀 与 后 级 ”字符 串 w 中 若干 个 连续 的 符号 组 成 的 字符 串 称 为 w 的 子 串 .从 最 
左 端 开 始 的 子 串 称 为 前 绥 . 在 最 右 端 结束 的 子 串 称 为 后 级 . 

连接 设 字符 串 a 二 aias…a,,B 王 BB…B,, 把 B 接 在 a 的 后 面 称 为 a 与 8 的 连接 , 记 作 
ap， 即 ap 一 aaaz "anB1 Ba***B,. 

语言 ”字母 表 5 上 的 字符 串 全 体 记 作 3*. 5* 的 任何 子 集 称 为 字母 表 三 上 的 形式 语 
言 , 简 称 语言 . 

文法 ”形式 文法 简称 为 文法 , 它 由 4 部 分 组 成 , 记 作 G=<V,T,S,P>, 其 中 六 是 有 穷 
的 变 元 集 , 变 元 又 叫做 非 终极 符 ; 工 是 有 穷 的 终极 符 集 ,TnV= 包 :SEEV 叫做 起 始 符 ;P 是 
有 穷 的 产生 式 集 ,每 一 个 产生 式 形 如 a>B, 这 里 a,BE (VUT)* 且 aze. 

派生 ” 设 文法 G=<V,T,S,P>,u,vE(VUT) .如 果 存 在 67ECVUT) 和 忆 中 的 
产生 式 a>pB, 使 得 二 ay,v 二 人 By, 即 把 中 的 子 串 a 改写 成 B 后 得 到 wv, 则 称 由 w 用 文法 G 
可 直接 派生 出 v, 记 作 《5 如 果 二 ww 这 W2 志 之 Ww 一 V0, 则 称 由 用 文法 G 可 派生 出 v， 


记 作 wv. 当 不 会 引起 混淆 时 ,通常 略 去 一下 的 G, 把 直接 派生 写成 vv 把 派生 写成 


uv. 
文法 生成 的 语言 ”文法 G 天 <V,T,S,P> 生 成 的 语言 
L(G) = {w € T* | SSw). 

著名 的 语言 学 家 乔 姆 斯 基 (N. Chomsky) 把 文法 分 成 4 类, 分别 生成 4 个 层次 的 语言 ， 
称 做 乔 姆 斯 基 谱系 . 分 类 如 下 所 述 . 

0 型 文法 与 0 型 语言 0 型 文法 就 是 文法 ,又 叫做 短语 结构 文法 或 无 限制 文法 . 0 型 文 
法 生成 的 语言 叫做 0 型 语言 . 

1 型 文法 (上 下 文 有 关 文 法 ) 与 1 型 语言 (上 下 文 有 关 语 言 ) 如 果 文 法 的 每 一 个 产生 式 
a8B 有 |x|l 委 18| , 则 称 为 1 型 文法 ,或 上 下 文 有 关 文法 . 如 果 存 在 1 型 文法 G 使 得 L = 二 L(G) 
或 L=L(G) Ut{e}, 则 称 工 是 1 型 语言 ,或 上 下 文 有 关 语 言 . 

2 型 文法 (上 下 文 无 关 文法 ) 与 2 型 语言 (上 下 文 无 关 语言 ) 如 果 文 法 中 每 一 个 产生 式 
都 形 如 Aa, 其 中 AEV, 则 称 为 2 型 文法 ,或 上 下 文 无 关 文法 . 2 型 文法 生成 的 语言 称 为 2 
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型 语言 ,或 上 下 文 无 关 语 言 . 

右 线 性 文法 与 左 线性 文法 “ 右 线性 文法 的 产生 式 形 如 A 一 wB 或 A 王 w; 左 线性 文法 的 
产生 式 形 如 A 一 Bw 或 A 一 w, 其 中 A,BEV,wET*. 

3 型 文法 (正则 文法 ) 与 3 型 语言 (正则 语言 ) 右 线性 文法 与 左 线性 文法 统称 为 3 型 文 
法 ,或 正则 文法 . 3 型 文法 生成 的 语言 称 为 3 型 语言 .或 正则 语言 . 


2. 有 穷 自 动机 


确定 型 有 穷 自动 机 (DFA) 及 其 接受 的 语言 确定 型 有 穷 自动 机 简 记 作 DFA, 由 5 部 分 
组 成 , 记 作 M 二 二 Q,3,6,go, 下 二 ,其 中 Q 是 有 穷 的 状态 集 ,5 是 有 穷 的 输入 字母 表 ， 
6: QX3 >Q 是 状态 转移 函数 ,wEQ 是 初始 状态 ,FSQ 是 接受 状态 集 或 终结 状态 集 . 


递归 地 定义 函数 8: QX5"* 一 Q 如 下 : 对 每 一 个 vEQ,oEY' 和 awEzY， 
6(g,e)=g 
(grwa) = (6(g,w) ,a) 


如 果 6(go ,w) EF, 则 称 DFA M 接受 w。. M 接受 的 字符 串 的 全 体 称 做 M 接受 的 语言 , 记 
作 工 (M). 即 


LOM) 一 (woEz3 | 6(g,w) € FF). 
非 确 定型 有 穷 自 动机 (NFA) ” 非 确 定型 有 穷 自 动机 M 二 二 Q,5S,6,go ,下 与 确定 型 有 
穷 自动 机 的 区 别 是 状态 转移 函数 为 6: QX5>P(Q) ,这 里 P(Q) 是 Q 的 寡 集 . 
对 于 NFA ,6 的 定义 如 下 : 对 每 一 个 g€ Q,wE3* 和 awEz， 
(gq,e) = {gq} 
(qvwa) = 【人 dpa) 


pES (gs0) 


如 果 6(go ,w) 门 F 关 如 , 则 称 NFA M 接受 字符 串 w. NFA M 接受 的 语言 


LOM = {wv E35’ |é(gw) NF YG} 

如 果 把 状态 g 等 同 于 单元 集 {g) , 则 DFA 是 NFA 的 特殊 情况 . DFA 和 NFA 统称 为 有 
穷 自动 机 , 简 记 作 FA. 

带 e 转移 的 NFA ”对 NFA 稍 加 推广 ,不 仅 在 读 三 的 符号 后 做 状态 转移 ,而 且 可 以 在 不 
读 任何 符号 (或 说 读 空 串 s) 的 情况 下 自动 做 状态 转移 , 即 状态 转移 函数 为 6:QX(YU1{s)) 一 
P(Q) ,这 就 是 带 s 转移 的 NFA. 

状态 转移 图 DFA 可 以 用 状态 转移 图 表示 . 状态 转移 图 是 一 个 有 向 图 ,每 一 个 结 点 代 
表 一 个 状态 . 初始 状态 用 一 个 指向 该 结 点 的 箭头 标明 ,接受 状态 用 双 圈 标明 . 如 果 
6(q,a) 二 gq , 则 从 结 点 gq 到 gq ' 有 一 条 弧 , 并 且 在 弧 旁 标明 a. NFA 的 状态 转移 图 与 DFA 的 
类 似 , 两 者 的 区 别 是 : 对 于 每 一 个 vEQ 和 a E535.DFA 的 状态 转移 图 中 恰好 有 一 条 从 结 点 gq 
出 发 标 有 符号 a 的 弧 ,而 NFA 的 状态 转移 图 中 可 以 有 1 条 或 多 条 这 样 的 弧 ,也 可 以 没有 这 
样 的 弧 . 
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3. 图 灵 (Turing) 机 


图 灵机 (TM) 图 灵机 简 记 作 TM . 它 是 一 个 有 序 组 M 二 一 Q,3,T,6,qo,B,A 放 ,其 中 QQ 
是 有 穷 的 状态 集 ,S 是 有 穷 的 输入 字母 表 ,T 是 有 穷 的 带 字母 表 且 SCT,go EQ 是 初始 状态 ， 
BET 一 5 是 空白 符 ,ACQ 是 接受 状态 集 ,6 是 动作 函数 . 6 定义 在 QXTT 的 一 个 子 集 上 , 取 
值 于 TTX(LRYXG: 

设想 TM 是 由 控制 器 . 读 写 头 及 一 条 带 组 成 的 装置 . 带 的 两 头 是 无 穷 的 ,被 划分 成 无 穷 
多 个 小 方 格 , 每 一 个 小 方 格 内 存放 栈 中 的 一 个 符号 . 控制 器 处 于 Q 中 某 个 状态 . 读 写 头 扫 视 
一 个 方 格 , 可 以 读 取 和 改写 这 个 方 格 的 内 容 , 向 左 或 向 右 移 动 . 假设 M 的 当前 状态 是 g, 读 
写 头 读 到 的 符号 是 ;如 果 6(q,s) 二 (ys ,L,qg), 则 读 写 头 把 扫 视 的 方 格 内 的 符号 改写 成 ;， 
向 左 移动 一 格 ,控制 器 转移 到 状态 g ;如 果 6(g,s) 二 (5,R,gq ),M 的 动作 与 刚才 一 样 ,只 是 
读 写 头 向 右 移 动 一 格 ; 如 果 6(g,s) 没 有 定义 , 则 停机 . 

格局 带 上 的 内 容 , 读 写 头 扫 视 的 位 置 和 控制 器 的 状态 称 为 TM M 的 一 个 格局 . TM 
的 格局 可 写成 agB, 其 中 g€Q,a,BET" 且 Be. 它 表示 带 的 内 容 为 8, 两 头 的 其 余部 分 均 为 
B, 控 制 器 处 于 状态 q, 读 写 头 扫 视 8 左 端的 第 一 个 符号 . 

设 当 前 的 状态 为 q, 读 到 的 符号 为 a. 如 果 6(g,a) 没 有 定义 , 则 称 这 个 格局 是 停机 格局 . 
当 M 进入 停机 格局 后 ,M 停机 ,计算 结束 . 如 果 gE A 且 为 停机 格局 , 则 称 这 是 接受 的 停机 
格局 . 

计算 设 o 和 + 是 两 个 格局 ,o Fr 表示 从 格局 经 过 一 步 到 达 t, 并 且 称 + 是 o 的 后 继 . 
o 上 rt 表示 从 o 经 过 若干 步 到 达 z, 即 o=o 上 oo 上 … 上 c 一 r 

TM M 的 计算 是 一 个 有 穷 的 或 无 穷 的 格局 序列 oj ,os ,… ,其 中 对 每 一 个 1, Fo;. 

TM 接受 的 语言 设 wEE' ,0 二 gow 称 为 关于 输入 o 的 初始 格局 . 如 果 M 从 初始 格局 
oo 三 qow 开始 的 计算 结束 在 接受 的 停机 格局 , 则 称 M 接受 字符 串 w. M 接受 的 字符 串 全 体 
称 为 M 接受 的 语言 ,或 M 识别 的 语言 , 记 作 LCM). 即 

L(M) = w € 5”| 存在 接受 的 停机 格局 or 使 得 gow 上 cr) 

递归 可 枚 举 语言 (r. e. 语言 ) 图 灵机 接受 的 语言 称 为 递归 可 枚 举 语言 . 

TM 计算 的 函数 TM M 计算 的 m 元 函数 fv 定义 如 下 : 任 给 ,wo，…,wE3* ,从 初 
始 格局 oo 二 gow BwzB… Bw 开始 ,如 果 计 算 最 终 停机 , 设 停机 时 删 去 5 之 外 的 符号 后 带 上 
的 内 容 为 vv, 则 f(r ,ws，…,w) 二 v; 如 果 计 算 永 不 停机 , 则 fy (Co ,ws，…,w) 没 有 定义 . 

部 分 可 计算 (递归 ) 函 数 与 可 计算 (递归 ) 函 数 ”用 N 表示 自然 数 集 . N 上 的 mm 元 部 分 
函数 了 是 从 N” 的 某 个 子 集 到 N 的 函数 . 如 果 在 N” 上 的 每 一 点 都 有 定义 , 则 称 了 是 N 
上 的 mm 元 全 函数 . 

设 f 是 N 上 的 mm 元 部 分 函数 ,如 果 存 在 TM M 以 一 进 制 方式 计算 f, 即 对 任意 的 x ， 
Tin EN, 若 f(xyrar za)=y 则 fl l= 若 f(z zr ) 
有 定义 , 则 Ar(la ,1 ,… ,1” ) 也 没有 定义 , 则 称 f 是 部 分 可 计算 的 ,或 部 分 递归 的 . 

部 分 可 计算 的 全 函数 称 做 可 计算 函数 或 递归 函数 . 


4. 主要 定理 


定理 10.1 工 是 0 型 语言 当 且 仅 当 工 是 re. 语言 , 换 句 话说 , 由 文法 生成 当 且 仅 当 工 
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被 TM 接受 . 

数学 家 和 计算 机 科学 家 们 普遍 接受 下 述 看 法 . 

丘 奇 (Church) 论 题 人 们 所 说 的 可 计算 的 概念 就 是 指 TM 可 计算 的 . 

定理 10.2 ”对 于 ;一 2,1,0, 每 一 个 ;十 1 型 语言 都 是 i 型 语言 ,并 且 这 个 包含 关系 是 真 
的 , 即 存在 非 i 十 1 型 的 i 型 语言 . 

定理 10.3 设 语 言 L, 下 述 命题 是 等 价 的 . 

(1) 工 由 右 线 性 文法 生成 . 

(2) 工 由 左 线 性 文法 生成 . 

(3) 工 被 DFA 接受 . 

(4) 工 被 NFA 接受 . 

(5) 工 被 带 s 转移 的 NFA 接受 . 


5. 小 结 


本 章 介 绍 了 形式 语言 的 基本 概念 ,正则 文法 与 有 穷 自 动机 的 概念 和 基本 性 质 ,以 及 图 灵 
机 的 基本 概念 . 图 灵机 是 最 基本 的 计算 模型 之 一 . 形式 语言 与 自动 机 是 计算 理论 的 重要 内 
容 , 特 别 是 正则 语言 与 上 下 文 无 关 语言 在 编译 理论 中 扮演 着 重要 角色 . 此 外 ,有 穷 自 动机 还 
被 广泛 应 用 于 自动 装置 的 电路 设计 中 . 


习 题 


10.1 描述 算术 表达 式 的 文法 如 下 : 
G 一 一 {( 忆 ,了 T,F)，{tay 十 ,一 ,xx ,/,(,)},E,P >, 
这 里 符号 的 含义 是 下 : 算术 表达 式 ,T: 项 ,F: 因子 ,a: 数 或 变量 . 
Ps BE+ 人 TIE= 人 TIT 
T=T¥FIT/EFIF 
F—>(E)la. 
试 给 出 G 派生 出 下 述 表达 式 的 过 程 : 
(1) atax*a; (2) (a—a)/(a* atta*a). 
10.2 设 文法 G 二 <{S),{a,b},S,P 二 ,其 中 P: S>aS,S 一 Sb,S>e. 求 L(G). 
10.3 设 文法 G= 二 {S,A,B},t{a,b,c},S,P 二 ， 


其 中 P: (1) Sw>aSAB (2) S>aAB 
(3) BA 一 AB (4) CA 一 ap 
(5) 0A 一 00 (6) bB—>bc 
(7) cB 一 cc 


求证 : 对 任意 的 n 宇 1,a"b"c"EL(G). 
10.4 在 程序 设计 语言 中 ,一 串 以 字母 开头 的 字母 和 数字 称 做 标识 符 . 试 给 出 生成 所 
有 标识 符 的 右 线性 文法 和 左 线性 文法 . 
10.5 试 给 出 生成 下 述 语言 的 右 线性 文法 和 左 线性 文法 : 
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(1) LIL 二 {w€10,1}" |w 中 有 连续 的 3 个 0); 
(2) L= {a”™b"|m,n 宇 1}. 
10.6 给 出 生成 语言 二 {ww" |wE10,1)” } 的 文法 ,这 里 w 是 w 的 反 转 ,定义 如 下 : 
若 w==ala2*…as; 则 wT 一 am…azal. 
10.7 设 右 线性 文法 G 王 二 {(S,A,B,C},{(0,1),S,P>， 
其 中 P: S-~~0S|1S|1A10B 
A—1C|1 
B—>0C|0 
C—>0C|1Cl0l1 
试 构造 一 个 与 G 等 价 的 左 线性 文法 . 
10.8 设 FA M= 二 {qo,aqqz,qs},{0,1},0,qo,(q)}>>,9 如 表 10-1 所 示 . 
(1) 给 出 M 的 状态 转移 图 ; 
(2) M 是 否 接受 下 述 字符 串 : 01010,00101,01001; 


(3) 求 L(MWD). 

表 10-1 
6 0 1 6 0 1 
go a 93 qz a gs 
a gq3 gz gs gs qs 


10.9 设 NFA M= 过 {go ,qi,q2 143),{a,b,c),6,go ,1q3) 二 ,其 中 6 如 表 10-2 所 示 . 
(1) 夯 出 M 的 状态 转移 图 ; 

(2) 用 根 树 形式 给 出 M 对 下 述 w 的 计算 过 程 中 的 状态 转移 ,并 问 M 是 否 接受 w? 
© w=abbcc; © w=ababc; @ w=abbca. 


表 10-2 

6 a b > 6 a b c 

go {go sq1) 好 好 ba 2 好 {qz ,qs} 
a [2 {qq2} go gs {go} gg gg 


10.10 设 带 e 转移 的 NFA M 的 状态 转移 图 如 图 10-1 所 示 , 求 L(M). 

10.11 给 出 接受 下 述 语言 的 DFA: 0 1 2 
(1) LL={0"1"|nsym>1}, () () () 
(2) 含有 偶数 个 0 的 0.1 字符 串 的 全 体 (偶数 包括 0). OO 
10. 12 给 出 接受 下 述 语言 的 NFA: 

(1) 以 01 为 后 缀 的 0、1 字符 串 的 全 体 ; 


(2) 不 含 子 串 011 的 0、1 字符 串 的 全 体 . 
10. 13 ”给 出 与 题 10.9 NFA 等 价 的 DFA. 
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10.14 给 出 与 题 10. 10 带 s 转 移 的 NFA 等 价 的 不 带 s 转 移 的 NFA. 

10.15 给 出 与 题 10.8 FA 等 价 的 右 线性 文法 和 左 线性 文法 . 

10.16 给 出 与 题 10. 10 带 。 转移 的 NFA 等 价 的 右 线性 文法 和 左 线性 文法 . 

10.17 给 出 与 题 10. 7 右 线性 文法 G 等 价 的 NFA. 

10.18 设 图 灵机 M 王 <<{q,qq yqs),{0,1),{0,1,B),6,o,B,{as) 二 ,其 中 8 如 
表 10-3 所 示 . 试 给 出 M 对 下 述 输入 的 计算 : (1)11010; (2)01100; (3)01011. 


表 10-3 

6 0 E B 6 0 1 B 
ao (0,R,go) (1,R,go) (BLim) gz (B,R,g;) sé 二 
qi (B,L,g;) (1,R,go) (B.R,go) gs 


10.19 试 构造 出 接受 下 述 语言 的 图 灵机 : 

(1) 所 有 0 和 1 的 个 数 相同 的 0、1 字符 串 ， 

(2) {wwT|wE€E10,1}* ) ,wr 见 题 10. 6. 

10.20 试 构造 出 计算 下 述 函 数 的 图 灵机 ,采取 一 进 制 表示 数 . 

(1) z+y; (2) 3x, 

10.21 图 灵机 的 状态 转移 函数 $ 可 以 表 成 有 穷 的 五 元 组 集合 ,每 个 五 元 组 (g,s,s ,X， 
gq) 代表 6(q,s) 二 (3 ,XX,q ) ,其 中 X=L 或 R. 故 称 这 种 图 灵机 为 五 元 图 灵机 . 四 元 图 灵机 
的 6:QXT 一 (TU {L.,R)) XQ 可 表 成 有 穷 的 四 元 组 集合 ,每 个 四 元 组 形 如 (gq,s,s ,gq )、 
(gg ) 或 (gq,s,R,qg). 在 四 元 组 中 符号 的 含义 和 五 元 组 的 相同 . 四 元 图 灵机 的 每 一 个 
动作 除 转 移 状态 外 ,或 者 改写 一 个 符号 ,或 者 向 左 、 向 右 移动 一 格 . 试 证 明 : 语言 工 被 一 个 
四 元 图 灵机 接受 当 且 仅 当 工 被 一 个 五 元 图 灵机 接受 . 

以 下 各 题 从 供 选 择 的 答案 中 选 出 正确 的 答案 填 人 方 框 口内 . 

10.22 下 述 文法 G 的 终极 符 集合 均 为 {0,1} ,起 始 符 均 为 S, 大 写字 母 均 是 变 元 . 

(1) P: S>0A|1B 

A>1A|0BI0 

B—>0A|1B|1 
G 是 [A| 文 法 . 由 S | 国 派 生出 00010,[C] 派 生出 01001 ,| 器 派 生出 10000. 
) P: S>0BA  B—>Al0 

A—>1Al0 
G 是 [A 文 法 . 由 S 国 派 生出 00101110,[Q 派 生出 00010 ,四 | 派生 出 01010. 

(3) P: S>0ABA AB—>A0B 

BA-~B1A A>1BI|0 
B—>0Al|l 
G 是 [A| 文 法 . 由 S 四 派生 出 0101110,[Q| 派 生出 00010 ,ID 派生 出 01010. 
.158 。 


一 
Mo 


(4) P: S-~~0SAB|1BA 
A-~~0A|10 
也 一 1 
G 是 [文法 . 由 S 国 派 生出 00010,[C] 派 生出 01001,[ 回 派生 出 10000. 
供 选择 的 答案 
A: @ 0 型 ; Q@ 1 型 ; Q@ 2 型 ; @ 右 线性 ; @ 左 线性 . 
B.C.D: 能 ; @ 不 能 . 
10.23 图 10-2 给 出 4 个 有 穷 自动 机 的 状态 转移 图 . 记 M 的 状态 转移 函数 为 6(1<i<4). 


(a) 61(qo10) 二 [A ,9 (Co 1) 王 四 ,M 读 完 输入 01101 后 的 状态 为 [Cl ,M 接受 IDj 和 四. 

(b) 2 (gq1,0) 二 [A,6;(q; ,1) 王 四 ,2 读 完 输入 01010 后 的 状态 为 [Cl ,Ms 接受 ID 和 四 . 

(c) 2(o ,0) 一 [Al,2 (do ,1) 王 四 ,Ms 读 完 输入 11001 后 的 状态 为 [Cl ,Ms 接受 IDj 和 加 |. 

(d) 2 (01 一 [A,0o ,0) 王 四 ,M, 读 完 输入 01010 后 的 状态 为 [Cl ,M, 接受 [和 [S|. 

供 选 择 的 答案 

A.B.C: OD gq; Oa; @ gq; 中 ds; © (qqi); 
@(too'o) Di{gg}; @(too) @l(q'q) OO {qq}; 
@ (qqqz); @ {(qo,q,qs); BB {qq2 ,93); 
@ {ql qz gs) (BE {go ,qi ,qz qs}; ® 区. 


注 : 这 里 不 区 别 di 和 {gq;). 

DE: CD 000000; ©@ 101010; 图 00010; @ 1001. 

10.24 设 图 灵机 M= 二 {g;10 志 i 二 5},{0,1},{0,1,B},6,go,B,{gs}), 其 中 6 如 
表 10-4 所 示 . 


表 10-4 

6 0 1 B 6 0 1 B 

go (0,Rsgo) | (1,R,go) | (B,L,q) gs (0,L,g) (1,L,q) 

gi (lo ag) (0, 工 ,gz) qs (Lg) (0,L,gs) (BsLsgq) 
gz slay (0,L.gs) 一 gs 


给 定 输入 w,M [Aj,[Bjw. 当 M 停机 时 ,输出 有 后 绥 [C|. 
(1) w=10111; (2) w=10110; 
(3) w=10; (4) w= 10000; 
(5) w=00001; (6) w=0. 
供 选 择 的 答案 


A:@O 停机 在 om; Q@ 停机 在 qr; ”@ 停机 在 g:; 图 停机 在 9s; 
Q@ 停机 在 w; @ 停机 在 gs; G@ 永 不 停机 . 


B: @ 接受 ; @ 拒绝 . 
C: © 00; © 01; ©@ 10; @ 11; © 0; @ 1. 
注 : 当 A 的 答案 为 D 时 ,不 回答 C. 
习题 解答 
10.1 G 的 产生 式 为 
© E>E+T:; © E>E—T; @ ET; @ T—>T*F; 
© TT/F:; © T-~F; © F—>(E); ® Fa. 
(1) G 派生 出 a 十 a x*&a 的 过 程 如 下 : 
E=>E+T 

>T++T 

一 下 十 人 

之 4 十 工 

>a+ TxF 

at+ FxF 


Sat ax*F 


atax*a. 

(2) G 派 生出 (a 一 a)/(ax*a 十 a* 4a) 的 过程 如 下 : 

下 一 下 

=>T/F 
>F/F 
=>(E)/F 
=>(E— T)/F 
=>(T— T)/F 
=>(F—T)/F 
=>(a— T)/F 
>(a— F)/F 
=>(a—a)/F 
=>(a—a)/(E) 
>(a—a)/(E+T) 


OS@A@AOQOI9AA0Q QOAOOAOO 
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dk A es i 
{aay/ TFT) 
>(a—a)/(F*xF+T) 
之 (一 上 /Cax 下 十 T) 
(a—a)/(axat T) 
>(a—a)/(axat TxF) 
>(a—a)/(axatFxF) 
(a—a)/(axatax*F) 
>(a—a)/(a*ata*a) 
分 析 该 文法 G 是 上 下 文 无 关 文 法 . 派生 过 程 通常 不 是 唯一 的 . 例如 , (1) 的 派生 过 程 
又 可 以 为 


OOAOO@AOQA 


E=>E+T (0 
=>E 二 + TxF @ 


=>E+-+Txa ©® 


在 解答 中 采用 的 是 最 左派 生 , 即 在 每 一 步 对 最 左边 的 变 元 进行 变换 . 
10.2 G 的 产生 式 为 
© S-~2S， © S 一 S0， @S—é. 


先 看 几 个 例子 

S 二 4S 3 次 中 
Sa . @ 

SS>5bs 5 次 外 
之 个. @ 

S=>e. Q@ 

SSa’S 2 次 
Da’ Sb’ 3 次 @ 
Sas Sp 4 次 @ 
=>a’ Sb* 1 次 @ 
之 050. @ 


一 般 地 ,在 使 用 次 (不 必 连 续 使 用 ) 和 mm 次 @( 也 不 必 连 续 使 用 ) 之 后 使 用 @, 可 得 
到 a%”, 这 里 nn 和 wm 可 以 等 于 0. 又 注意 到 使 用 和 @@ 所 得 到 的 字符 串 中 必 含 一 个 S, 并 且 
a 在 S 的 左边 ,b 在 S 的 右边 , 即 a*Sb”. 使 用 一 次 加 , 删 去 字符 串 中 的 S, 得 到 a"b” ,不 再 有 
可 以 使 用 的 产生 式 . 因此 ,G 也 只 能 派生 出 形 如 a”b” 的 字符 串 , 故 

L(G)Y = (ao | tim > 0}, 

分 析 1” 给 定 G, 求 L(G) 的 通常 做 法 是 先 举 几 个 例子 ,通过 例子 找到 一 般 规律 . 要 
注意 的 是 ,这 些 终极 符 串 必须 是 能 用 G 由 起 始 符 派生 出 来 的 ,并 且 用 G 由 起 始 符 也 只 能 派 
生出 这 些 终极 符 串 . 在 找 一 般 规律 时 ,要 考虑 “能 ”与 “只 能 ”两 个 方面 ,这 两 个 方面 是 相互 补 
充 的 . 通常 ,“ 只 能 "要 比 “ 能 ” 难 . 特别 是 ,要 把 “只 能 "说 清楚 (严格 地 说 ,应 该 是 证 明 “ 只 
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能 ”) 更 困难 . 
2” 本 题 给 出 的 文法 不 是 正则 文法 ,因为 它 不 是 右 线 性 文法 ,也 不 是 左 线性 文法 . 但 
是 ,语言 {la%”|n,m 宇 0} 是 正则 的 ,因为 它 可 以 由 下 述 右 线性 文法 生成 : 
<IS,B},{la,b},S,P>, 
其 中 P; SaS,S 一 B,B>bB,Be. 
10.3 G 的 产生 式 为 
© S>aSAB, © S>aAB, 
©®@ BA—AB, @ aA>ab, 
© bA—bb, © bB—bc, 
©@ cB—cc. 
先 看 几 个 例子 ， 

S=>aAB 
>abB 
>abc. 

S>aSAB 
>aABAB 
>a:AABB 
>a’bABB 
>ab’ BB 
之 4202cB 
之 0202c2. 

SS>a:S(AB)’ 
=>a’ (AB)’ 
Sa AB 
>abA’B’ 
Saip:B 2 次 @ 
>aihicB’ © 
Spbes. 2 次 OD 

至 此 ,大 概 已 经 能 够 看 出 文法 生成 a"b"c" 的 过 程 了 . 派生 过 程 如 下 : 
SSa™!S(AB)™! 2 一 1 次 @ 
>a"(AB)” © 


© QAAQGOQOQGSOOAOGOR 
© 


© 
四 


SrA"B” nn 一 了 次 @ 

>a'bA™!Br" @ 

他 ab"B” n 一 1 次 

>ab"cB™! © 

Sarpre". 7 一 1 次 @ 
二 


分 析 实际 上 ,G 也 只 能 生成 这 种 终极 符 串 , 即 
EY = (| 
和 的 半生 步 地 证 明 “ 只 能 ”. 不 过 要 说 清楚 不 是 一 件 容易 的 事情 . 
这 个 语言 是 上 下 文 有 关 语 言 ,还 可 以 证 明 它 不 是 上 下 文 无 关 语 言 
10.4 生成 所 有 标识 符 的 右 线性 文法 为 
= (SX}, {arb 20 li 9 SP > 


其 中 PP: 
SaX |bX|.…|zX 
XaX|bX|:…|zX|OX|1X|:…|9X|e 
左 线性 文法 为 
G' = 二 ({S) fa,z,0,1,… ,9},S,P' > 
其 中 已 ， 
ee |Sz|S0l1S1I|…|S9|l|al12|…|>x 
10.5 (1) 工 =={w€E10,1}* lw 中 有 连续 的 3 个 0}. 


a 
G=<{5,A},{0,1},S,P>, 


其 中 PP: 
S—0S|1S|000A 
A—>0A|lAl|e 
左 线 性 文法 为 
G = {SA (0 SP SS: 
其 中 已 : 


S— S01|S1|Aoo0 
A—A0|Alle 
(2) 工 一 {a"b"| 7 ,7 之 1). 
生成 工 的 右 线性 文法 为 
G=<1{A,B},{a,b},A,P>. 


其 中 已 : 
A—aA|aB 
B—bBIb 
左 线性 文法 为 
G' = 一 {A,B},{a,b},B,P’ >. 
其 中 已 
B—Bb|Ab 
A>Aala 


10.6 LL 一 {wwr|w€E 1{0,1}* } 的 元 素 
wwr 一 QI1Q2…QnQn "dd1 
的 长 度 均 为 偶数 且 左 右 对 称 ,可 以 从 中 间 开 始 同时 向 左右 逐个 生成 符号 ,每 次 左右 生成 相同 
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的 符号 . 文法 如 下 : 
G==1{S},{0,1},S,P. 
其 中 PP: 


S—0S0|1Slle 
分 析 注意 ,EL, 因 为 e==eeT. 
这 是 上 下 文 无 关 文法 , 故 这 个 语言 L 是 上 下 文 无 关 语 言 . 可 以 证 明 工 不 是 正则 语言 ， 
不 能 用 右 线 性 文法 生成 ,也 不 能 用 左 线性 文法 生成 . 
10.7 右 线 性 文法 G 王 <{S,A,B,C},{0,1},S,P>， 


其 中 也: 
S 一 0S11S11410B 
站 -人 
B 一 0C10 
C~0C11C1011. 
与 G 等 价 的 左 线性 文法 为 


G’=<{S’,S,A,B,C},{0,1},S’,P’ >. 
其 中 已 包含 下 述 产生 式 ,右边 括号 内 是 G 中 对 应 的 产生 式 ， 


S' 一 Al (A 一 1) 
S' 一 BO (B 一 0) 
S' 一 Cl (C 一 1) 
S' 一 C0 (C— 0) 
C—C0 (C 一 0C) 
C 一 Cl1 (C— 10) 
C—Al (A 一 1C) 
C— BO (B— 0C) 
A— Sl (S 一 14) 
B—S0 (S— 0B) 
S—5S1l (S—15) 
S 一 S0 (S 一 0S) 
Se 


分 析 ”两 个 文法 等 价 是 指 它们 生成 相同 的 语言 . 求 与 给 定 文法 G 等 价 的 文法 ,通常 并 
不 是 先 找到 G 生成 的 语言 L(G) ,然后 设计 出 满足 要 求 的 生成 工 (G) 的 文法 . 因为 一 般 情况 
下 ,找到 L(G) 和 设计 满足 要 求 的 生成 L(G) 的 文法 都 不 是 一 件 容易 的 事情 ,很 容易 出 错 . 这 
类 问题 应 该 采用 模拟 的 方法 . 配套 教材 (离散 数学 (第 五 版 )) 定 理 10. 1 叙述 了 右 线性 文法 
与 左 线 性 文法 的 等 价 性 ,其 证 明 是 构造 性 的 . 任 给 一 个 右 线性 文法 ,证 明 给 出 了 构造 与 之 等 
价 的 左 线性 文法 的 一 般 方法 . 反之 亦 然 . 也 就 是 说 ,这 个 定理 10. 1 不 仅 叙述 了 这 两 种 文法 
的 等 价 性 ,而 且 在 证 明 中 提供 了 这 两 种 文法 相互 模拟 的 具体 做 法 . 因此 ,在 学 习 时 不 仅 要 记 
住 定理 的 结论 ,而 且 要 掌握 模拟 的 方法 . 给 定 一 个 右 ( 左 ) 线 性 文法 ,只 要 按照 这 个 模拟 方法 
去 做 ,就 能 得 到 与 之 等 价 的 左 ( 右 ) 线 性 文法 . 关于 DFA 与 NFA、NFA 与 带 e 转移 的 NFA、 
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右 ( 左 ) 线 性 文法 与 带 s 转 移 的 NFA 的 等 价 性 也 都 与 此 类 似 , 在 (离散 数学 (第 五 版 )》 中 均 以 
不 同 的 方式 给 出 了 模拟 方法 . 见 下 面 的 题 10. 13 一 题 10. 17. 

10.8 FA M=<{go ,gi1,g2 .93},40,1},0,go, (gq1)>. 

为 了 使 用 方便 ,将 6 重 列 于 表 10-5 中 . 


表 10-5 
6 0 1 6 0 
go a gs qz qa gs 
a ga 92 93 gs gs 


(1) M 的 状态 转移 图 如 图 10-3 所 示 . 
(2) M 关于 这 几 个 输入 的 计算 如 下 : 


0 1 0 1 0 
go > qi -0 -i > 92 | 


于 是 ， 


(go,01010)=g1, $(go,00101)=g;, 
$(go ,01001) 一 qi. 
故 M 接受 01010 ,不 接受 00101 和 01001. 


(3) 从 M 的 状态 转移 图 (图 10-3) 不 难看 出 ,从 go 开始 以 gq 结束 , 当 且 仅 当 从 go 到 gq、 
然后 重复 若干 次 qi 到 92 再 回 到 qi , 故 


L(M) = {0(10)" | n 0)}. 
10.9 NFA M= 过 {go ,qi ;qz ,43) ,abc} ,6,qo ,{qs) 二 ,6 如 表 10-6 所 示 ( 即 表 10-2). 


表 10-6 

6 a b c 人 a b c 
go {go q1} 好 [2 g2 好 他 {g:, qs} 
a 他 {g，g2} 忆 gs {go} [zl [zj 


(1) M 的 状态 转移 图 如 图 10-4 所 示 . 
(2) M 关于 3 个 输入 的 计算 如 图 10-5 所 示 . 


6(qo ,abbcc) 一 {gq} Slgorababc) = OG, bgsabbca) = {qo}. 
所 以 ,M 接受 abbcc ,不 接受 ababc 和 abbca. 
分 析 1” 注意 ,M 没有 读 完 ababc 就 停止 计算 , 故 6(go ,ababc)==2. 
2” 二 {gq;), 由 于 gs E56(goyabbcc),6(gqosabbcc) 门 F 关 名, 故 M 接受 abbcc. 而 
6(go ,abbca) 门 F 二 多, 故 M 不 接受 abbca. 


= _ 169. 


go 


> 


go 
于 
go ql go ql 
> 
ql 22 


go ql 
qi 92 q1 gq 
ql 92 qi 92 
92 9 92 93 
2 。 
9 93 go 
(a) w=abbce (b) w=ababc (c) w=abbca 
图 10-4 图 10-5 


10. 10 ”由 M 的 状态 转移 图 10-6( 即 图 10-1) 不 难看 出 ,M 从 de 开始 停止 在 gs , 当 且 仅 
当 在 状态 go 下 读 到 若干 个 0( 可 以 是 0 个 ) ,状态 go 不 变 , 然 i 2 


后 s 转移 到 状态 9; ;在 状态 g 下 读 到 若干 个 1, 然后 再 。 转移 CO LU 
到 状态 gs; 最 后 ,在 状态 q 下 读 到 若干 个 2. 因此 DD 
LM) = {0'1’2* | i,j,k 之 0}. 图 10.6 
10.11 (1) 接受 语言 L=={0"1"|n,m 宇 1} 的 DFA 为 
M== {qo,qlyqz,qs},(0,1),09,qo (qz) 二， 
其 中 6 如 表 10-7 所 示 . 状态 转移 图 如 图 10-7 所 示 . 状态 gs 的 作用 是 收集 各 种 不 接受 的 


情况 . 


表 10-7 . 
6 0 1 局 
go a gs 
a1 qa gz 
92 93 qz ol 
2 四 图 10-7 


(2) 有 两 个 状态 g。 和 gi ,分 别 表示 读 到 偶数 个 0 和 奇数 个 0. 读 入 0, 状态 从 go 转移 到 
qi1: 或 从 qi 转移 到 gq; 读 和 人 1, 则 保持 状态 不 变 . DFA 为 
MM (gy yt0 lO dy >: 
其 中 9 如 表 10-8 所 示 . M 的 状态 转移 图 如 图 10-8 所 示 . 


表 10-8 1 1 
5 1 了 
a a a 人 二 > 
qi go a 图 10.8 


10. 12 (1) 接受 以 01 为 后 级 的 所 有 0、1 串 的 NFA 为 
M 王 < {qo,qlyqz},{0,1},0,qo (qz) >， 
其 中 9 如 表 10-9 所 示 . M 的 状态 转移 图 如 图 10-9 所 示 . 


表 10-9 


0 


{go, gq} 


[oj 


[ol 


分 析 根据 题目 的 要 求 ,M 接受 当 且 仅 当 最 后 2 步 是 读 0 转移 到 gi ,再 读 1 转移 到 g,， 
并 且 恰 好 读 完 输入 . 在 此 之 前 ,一 直 保 持 在 状态 go, 不管 是 读 0 还 是 读 1. 设计 的 思想 是 利 
用 NFA 的 非 确定 性 进行 “猜想 ”, 当 M 处 于 go 读 到 0 时 有 两 种 选择 : 保持 go 不 变 或 转移 到 
q1， 选择 哪 一 种 取决 于 是 否 只 剩 下 后 缀 01. 当然 ,不 可 能 知道 是 否 只 剩 下 后 缀 01 ,而 只 能 猜 
想 . 关键 是 根据 NFA 接受 的 定义 ,只 要 能 猜 对 一 次 就 接受 . 事实 上 ,这 里 当 且 仅 当 w 以 01 
为 后 组 时 ,总 能 猜 对 一 次 ,停机 在 g; ,接受 w 

(2) 接受 不 含 子 串 011 的 所 有 0、1 串 的 NFA 如 下 : 

M 一 << {ggg2,43},10,1},6,g0, (qo,g 

其 中 6 如 表 10-10 所 示 . Pe 10-10 所 示 . 


1'42}) 二. 


表 10-10 
6 0 1 
go {q1} {go} 
ga {gq} {gq2} 只 )s ep ey 
gz {ga {qs} 
四 2 2 10-10 


分 析 从 图 10-10 不 难看 出 ,如 果 输 入 w 中 含有 子 串 011,M 在 读 完 第 一 个 子 串 011 
(从 左 端 算 起 ) 时 转移 到 状态 g ,并 且 在 此 之 前 计算 是 确定 型 的 , 即 每 一 步 的 动作 是 唯一 的 . 
换 句 话说 ,如 果 w 中 不 含 子 串 011, 则 M 不 会 转移 到 状态 g;. 
10. 13 《离散 数学 (第 五 版 )》 中 例 10. 9 给 出 了 用 DFA 模拟 NFA 的 方法 . 
NFA M ==~=Q,{a,b,c} ,6,g0 ,FF >. 
其 中 Q={go,q1,q2 ,gs ,下 二 见 表 10-6, 状 态 转 移 图 如 图 10-4 所 示 . 
与 M 等 价 的 DFA M' 构 造 如 下 : 
M =<Q,{ab,c) ,6 , {go},F >. 
按照 用 DFA 模拟 NFA 的 标准 做 法 , 取 P(Q) 作 为 Q ,对 每 一 个 BCEQ 和 zx Ef{a,b,c)， 
8(B,z) =() Cp,z). 


pEB 
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但 是 ,从 {q 开始 按照 8 进行 计算 ,P(Q) 中 某 些 元 素 是 不 可 能 达到 的 ,从 而 可 以 删 去 . 
表 10-11 给 出 6, 表 的 第 1 列 中 没有 出 现 的 BSQ 都 是 不 可 能 达到 的 . 表 10-11 可 按 下 述 顺 
序 计算 : 首先 计算 8 ({go),z) ,zx 二 a,b,c, 得 到 第 1 行 . 然后 对 第 1 行 中 的 每 一 个 BSQ, 计 
算 8(B,z) ,z= 二 a,b,c ,依次 作为 第 2 行 ,第 3 行 ,… 再 对 第 2 行 , 第 3 行 ,… 中 的 每 一 个 了 3 
CQ, 计 算 0(B,x) ,zx 二 a,b,c， 当然 ,每 一 个 BSQ 至 多 计算 一 次 ,直到 没有 新 的 BSQ 出 现 
为 止 : 
Cola = 60a) = gog 
{gs}sa) = (gosa) U lq) = {gosgn} UG = {gq}, 
其 余 的 计算 过 程 不 一 一 列 出 . 
由 表 10-11 看 出 ,可 以 取 
Q = {{g),{g,g), {gg9); {9 ,9}, OT)}, 
而 
F={BEQ|BNFAzAYG)= {(g,g))}. 
DFA M 的 状态 转移 图 如 图 10-11 所 示 . 


表 10-11 
6 a b < 
{go} {go, gq} 好 
{go qi} {qo， gq} {qi1», gq2} 
{q，, gq2)} [2 {gq1, ge} {qe， qs} 
{gq2， qa} {go} 好 {qz，9s} 
[2 好 [ol 好 


10.14 带 e 转 移 的 NFAM 由 图 10-1 给 出 . 要 求 给 出 与 M 等 价 的 不 带 s 转移 的 NFA 
M' 《离散 数学 (第 五 版 )》 中 例 10. 10 给 出 用 不 带 s 转移 的 NFA 模拟 带 s 转移 的 NFA 的 
方法 . 
M 的 状态 集 、 输 入 字母 表 和 初始 状态 与 M 的 相同 . 
首先 求 M 的 e-closure, 对 每 一 个 g,eclosure(q) 等 于 从 g 经 过 若干 次 (包括 0 次 )e 转移 
可 以 达到 的 所 有 状态 . 注意 必 有 gE€Eeclosure(g). 在 这 里 ,由 图 10-1, 有 
eclosure(qo) = {qo ,q1,q2}， 
eclosure(q1) = {ql ,qz } ， 
eclosure(qz ) = {qz }. 
由 于 eclosure(dqo) 门下 三 {q: } , 非 空 , 故 
F’=FU {g} = {gq}. 
对 每 一 个 状态 gq 和 输入 符号 a ,6 (g,a) 等 于 从 g 经 过 若干 次 s 转移 ,然后 读 符 号 a 转 
。 168 。 


移 ,再 作 若干 次 s 转移 可 以 达到 的 所 有 状态 , 即 
6'(g,a) = U eclosure(6(p,a)) 


PpEeclosure(g) 


实际 上 , 当 不 太 复 杂 时 ,容易 从 状态 转移 图 直接 观察 得 到 6 ,6 如 表 10-12 所 示 . 
综 上 所 述 ， 
M = 人 0 
其 中 已 ={qoq} ,0 见 表 10-12. 状态 转移 图 如 图 10-12 所 示 . 


表 10-12 
6 0 1 2 
go {go，, qi,g2} {q qz {g2} 
gq 好 {q1 gz)} {gq2} 
Q2 好 [2 {gq2} 


10.15 设 FA M= 过 {qo,qi1,q2,q3},{0,1},6,go,{q1). 其 中 6 见 表 10-1. 要 求 给 出 
与 M 等 价 的 右 线 性 文法 G 和 左 线性 文法 G'.《 离 散 数 学 (第 五 版 )) 中 定理 10. 5 的 证 明 是 构 
造 性 的 ,给 出 用 右 线 性 文法 模拟 NFA 的 方法 . 等 价 的 左 线性 文法 可 根据 右 线 性 文法 构造 出 
来 ,也 可 以 直接 从 NFA 用 类 似 的 方法 构造 出 来 . 

右 线性 文法 

G=< {qoyqliyqzyqs),{0,1},qo, 己 二. 
左 线性 文法 
本 三 过 证 0 和 人) 到: 

已 和 已 "中 的 产生 式 如 下 ,左边 一 列 为 对 应 的 $ 值 . 注意 到 q 是 M 的 接受 状态 . 


M 四 Pp 
(qo:0)=gi go>0q1 qqo0 
do 一 0 SS 一 qo0 
9(q ,1) 一 0qs do 一 193 9 一 go1 
(qi ,0) 一 qs di 一 093 ds 一 q10 
(gq1'1)=g; qi lg dz 一 q11 
(gs ,0) 一 q da 一 0q1 di 一 q20 
qz 一 0 S 一 qz0 
(gq: ,1) 一 qs dz 一 1qs ds 一 q21 
G(qs ,0) 一 qs da 一 093 ds 一 qa0 
80(qs ,1) 一 qs ds 一 1qs ds 一 gs1 
do 一 E 


分 析 1”《 离 散 数学 (第 五 版 )》 定 理 10.5 证 明 中 的 模拟 方法 适用 于 带 e 转移 的 NFA， 
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当然 也 适用 于 DFA. 本 题 的 M 是 一 个 DFA ,套用 证 明 中 的 模拟 方法 时 ,只 需 把 g 视 同 单元 
集 {q}. 

2” 这 里 初始 状态 qo 不 是 接受 状态 . 如 果 go 是 接受 状态 , 则 在 G 中 要 引入 一 个 新 的 变 
元 S 作 为 起 始 符 和 产生 式 S 一 q% ,S 一 es. 当然 ,对 G' 也 需 作 相应 的 变化 . 

3” 在 G 中 ,从 gs 派生 出 的 字符 串 总 含有 qs ,得 不 到 0、1 串 .因此 ,只 要 在 派生 过 程 中 
出 现 gs ,就 得 不 到 L(G) 中 的 字符 串 ( 这 恰好 反映 了 下 述 事实 : M 一 旦 进入 状态 gs ,就 永远 
处 于 状态 gs ,从 而 不 会 接受 输入 串 ). 显然 ,从 G 中 删 去 gs 及 所 有 含有 gs 的 产生 式 不 会 影 
响 它 生 成 的 语言 . 所 以 ,与 M 等 价 的 右 线 性 文法 可 简化 为 

M== {qo,qi'qz},{(0,1),qo, 卫 二 ， 
其 中 已 : go 一 0g: ,qo 下 0,q1 玉 1g: ,qz 一 0gq ,ga 一 0. 
同样 , 左 线性 文法 可 简化 为 
M = (Sg 0 dP > 
其 中 P':; S>go0,S>qs0,g>qo0,g ”qa0,qs >q1l,go >e. 

10.16 设 带 e 转移 的 NFA M 由 图 10-1 给 出 . 注意 到 初始 状态 go 不 是 接受 状态 ,gq 
是 接受 状态 . 

与 M 等 价 的 右 线 性 文法 为 

G==< {gq1,q2} ,140,1,2},go,P>， 


左 线 性 文法 为 
CG’ = 一 (Soyo} {0,1,2},S,P' >， 
已 和 己 ' 如 下 : 
AM 时 Pp’ 
6(go ,0)={go} do 一 0qo do 一 go0 
do 一 e 
0(qo,e) 一 (qi go 一 qi qi qo 
0(q ,1) 一 (qi)》 qlgqi q>ql 
(gq1'e)= {gq} qq dz 一 01 
qe SY>q 
(gs ,2)={g2} dz 一 2q2 dz Yq22 
dz 一 2 S 一 q22 
10.17 右 线 性 文法 G 的 产生 式 为 
S08S = C=0C 
S548 A 一 1 CIC 
S-*1A B—0C C=*0 
S 一 0 有 B B—0 Cul 


要 构造 与 G 等 价 的 NFA M.《 离 散 数 学 (第 五 版 )) 中 定理 10.4 的 证 明 给 出 了 构造 方法 . 
记 
M =< Q,3,6,g,{f} >. 
其 中 
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Q= {5S,A,B,C,f}, go = S, 
= 二 {a|X 一 aY 了 或 X 一 a 是 G 的 产生 式 } = {0,1}. 
6 与 G 的 产生 式 的 对 应 如 下 : 


G M 
S—>0S,S—>0B 6(S.0)={S,B} 
S—>1S,S™>1A dS71)={95A} 
6(A,0)=G 
A—1C,A—!1 6(A,1)={C,f} 
B—>0C,B—>0 6(B,0)={C,f} 
6(B,1)=8 
C—>0C,C—0 d(C,0)={C,f} 
C—>1C,C—1 CD={C7 
6(f,0)=8 
6(f,1)=8 


综 上 所 述 ,下 述 NFA 与 G 等 价 : 
M=< {SA BI Cf {0 1 S (7} Ss 
其 中 6 如 表 10-13 所 示 , 状 态 转 移 图 如 图 10-13 所 示 . 


表 10-13 
6 0 1 
S {S,B} {S,A} 
A [oj (办 
B {63 好 
6 {C,7f} {Cs} 
1 和 图 10-13 


分 析 “ 当 右 线性 文法 G 中 含有 形 如 A 一 B 或 Ae 的 产生 式 时 ,用 上 述 方法 模拟 得 到 
的 NFA 是 带 。 转移 的 . 当然, 如果 需 要 的 话 , 可 以 进一步 消去 。 转移 . 
10. 18 ”为 方便 起 见 ,将 TM M 的 动作 函数 6 重 写 一 遍 , 列 于 表 10-14 中 ,M 是 确定 


型 的 . 
表 10-14 
6 0 下 B 6 0 1 B 
go COR | CDRsaoy | By) gz (B,R,g:) 一 一 
中 (B,L,gs) | (1,R,go) | (B,R,go) gs 


(1) gol11010 FF 1go1010 FF 11go010 F110go10 F1101go0 F-11010goB F1101g10B 
F110g;1BB. 
171 ， 


(2) qo01100 FF0go1100 上 olqo100 Follqo00 Foll0go0 Foll00gB 上 Foll10oq0B 上 
011g:0BB F011Bg; BB. 

《3) go01011 0go1011 Folgooll Fol0goll Fololgl FololigB FololoilB 上 
01011go B 上 F0101q11B… ,计算 在 最 后 2 个 格局 中 永 不 休止 地 交替 进行 . 

10.19 (1) 构造 TM M 接受 所 有 0 和 1 个 数 相同 的 0、1 串 . 基本 思想 是 , 读 写 头 左右 
来 回 运 动 , 每 次 从 左 向 右 删 去 一 个 0 和 一 个 1 后 返回 到 左 端 . 如 果 这 样 能 把 输入 串 w 删 去 ， 
则 说 明 w 中 0 和 1 的 个 数 相等 ,接受 w 

为 使 M 简单 一 些 , 引 入 辅助 符号 x， .用 来 代替 被 三 去 的 0 和 每 次 计算 M 都 是 从 初始 
状态 go. 读 写 头 位 于 初始 位 置 开 始 , 读 写 头 向 右 跳 过 已 被 删 去 的 0 和 1( 即 z) ,找到 第 1 个 尚 
未 被 删 去 的 0 或 1. 若是 0, 则 把 它 改写 成 x, 转 移 到 状态 o , 右 移 一 格 : 若 是 1, 则 把 它 改写 成 
> 转移 到 状态 gq; , 右 移 一 格 . 如 果 在 状态 go 下 向 右 找 不 到 0 和 1( 跳 过 所 有 z 后 读 到 B), 则 
停机 并 且 接 受 

在 状态 gq i Zz). 若 找到 1, 则 把 它 改写 成 了 ,转移 到 状态 gs , 左 移 一 
格 . 然后 在 状态 gs 下 ,向 左 跳 过 xz 和 0( 不 会 有 1) 找 到 吕 , 右 移 一 格 并 且 回 到 状态 go. 这 就 完 
成 了 一 次 计算 ( 删 去 一 个 0 和 一 个 1) ,并 且 回 到 初始 状态 和 读 写 头 的 初始 位 置 , 为 下 一 次 计 
算 做 好 了 准备 . 在 状态 g! 下 只 要 还 没有 找到 1, 就 一 直 向 右 找 下 去 . 若 一 直 读 到 B 还 没有 
找到 1, 这 表明 w 中 0 比 1 多 ,M 继续 向 右 找 下 去 , 永 不 停机 . 

类 似 地 ,在 状态 gs 下 向 右 找 0( 跳 过 1 和 z). 车 找到 0, 则 把 它 改 写成 x, 也 转移 到 g;， 
左 移 一 格 . 然后 在 gq; 下 向 左 跳 过 xz 和 1( 不 会 有 0) 找 到 B, 布 移 一 格 并 且 回 到 状态 go. 若 在 
状态 g 下 找 不 到 0,M 就 一 直 向 右 找 下 去 , 永 不 停机 . 

TM M 的 形式 描述 如 下 : 

M=<OBT BAS 
其 中 Q={gi|i=0,1,2,3},3={0,1} ,T={0,1,x,B},A=={qo) ,6 如 表 10-15 所 示 . 


表 10-15 
6 0 1 工 B 6 0 1 五 B 
go | (xz,R,q) | (zr,R,g2) | (zx,R,go) 一 gz | (rsL,g3) | (1,R,gzs) | (Crz'Rq) | (B,R,g:) 


q | (0,R,g) | (zx,L,g) | (zs,R,g) |(B,R,q) | gs | C0,L,gs) | (1,L,g) | (z,L,q) | (B,R,go) 


(2) 构造 TM M 接受 语言 
{ww |w€ {0,1}*}. 

基本 思想 是 , 读 写 头 左右 来 回 运 动 查看 两 端的 符号 是 否 相 同 . 若 相 同 则 把 它们 删 去 ,继续 进 
行 . 如 果 这 样 能 把 输入 串 z 全 部 删 去 , 则 表明 z 形 如 ww7,M 接受 x+. 如 果 在 某 一 步 发 现 两 
端的 符号 不 相同 ,或 者 zx 的 长 度 为 奇数 , 则 M 拒绝 工 . 

qo 删 去 左 端 第 一 个 符号 . 若 这 个 符号 是 0 则 转移 到 qi ,若是 1 则 转移 到 qs. 在 gq! 和 gs 
下 ,向 右 搜索 到 B 后 分 别 转移 到 gs 和 gq, ,并 且 左 移 一 格 到 右 端 第 一 个 符号 . 若 gs 读 到 0, 则 
删 去 这 个 0 且 转 移 到 as ; 若 gs 读 到 1, 则 删 去 这 个 1 且 转 移 到 gs. gs 左 移 到 左 端 后 返回 到 
do. 重复 上 述 计算 . 否则 , 即 os 读 到 1 或 w 读 到 0( 这 表明 z 左右 不 对 称 ) ,或 者 gs 和 gs 读 

A 


到 B( 这 表明 x 的 长 度 为 奇数 ) , 则 M 永 不 停机 . 如 果 go 读 到 B, 这 表明 已 左右 对 称 地 把 xz 
删 尽 ,M 停机 ,接受 z. 

= 过 和 BS 
其 中 Q={gi|i=0,1,2,3,4,5} ,2 二 {0,1} ,T={0,1,B} ,A 二 {qo) ,6 如 表 10-16 所 示 . 


表 10-16 

6 0 lL B 6 0 B 

go (B.R,q) (B,R,g;:) 一 gs (B,L,gs) (1,R,g:) (B,R,gs) 
qi (0,R,gqgi) (1,R,gq) (B,L.g:) qs (0,R,g,) (B,L,gs) (B,R,g,) 
gs (0,R,g;,) (1,R,g;) (B,L.,g:) gs (0,L,gs) (1,L,gs) (B,R,go) 


10.20 (1) 构造 TM M 以 一 进 制 方式 计算 xz 十 y. 对 任意 的 自然 数 x 和 > ,初始 格局 为 
gol*B1’, 
当 M 停机 时 带 的 内 容 为 1*1*. 这 只 需要 把 初始 格局 中 1 与 1? 之 间 的 B 与 右边 的 1 逐个 交 
换 . 首先 找到 这 个 B, 然 后 看 右边 是 否 是 1. 若是 1, 则 把 1 改写 成 B, 返 回 左边 把 BB 改写 成 
1, 再 返回 右边 . 重复 上 述 计 算 . 若是 B, 则 表明 已 经 完成 交换 ,停机 ,计算 结束 . 
M=<Q,{l},{1,B},0,g,B>, 
其 中 Q=={go,q1,qz} ,6 如 表 10-17 所 示 . 


表 10-17 
人 1 B 6 1 B 
go (1,R,go) (B,R,gi) gz 一 (1,R,go) 
qi (B,L,g:) 一 


(2) 构造 TM M 以 一 进 制 方式 计算 3z, 对 任意 的 自然 数 xz, 初始 格局 为 
dol 
当 M 停机 时 带 的 内 容 为 1*. 
基本 思想 是 , 读 写 头 左右 来 回 运动 ,每 一 次 删 去 输入 1 中 的 一 个 1, 在 右 端 (与 原来 的 
1 隔 一 个 B) 写 3 个 1. 重复 进行 ,直至 将 输入 1 删 完 为 止 . 
M=<Q,{1),{1,B},6,g,B >. 
其 中 Q=={g;10 志 i 过 6} ,6 如 表 10-18 所 示 . 


表 10-18 
6 B 人 B 
go (B,R,q) 一 gs 一 (LLs0s) 
gi (1,R,q) (B,R,g:) gs (lyL ay (B,R,gs) 
gz (1,R,g) (1.R,gs) gs CLLygey (B,R,go) 
gs 证 (1,R;g) 


* Ls 


把 读 写 头 从 左 到 右 、 再 从 右 到 左 运 动 一 次 称 为 一 轮 . M 要 进行 x 轮 . 第 &+1 轮 开始 时 

的 格局 为 
gouBvw 

其 中 x 一 1 一 18 ,0<A<z。 当 k==x 时 ,wu 二 =e,go 读 到 B, 停 机 ,计算 结束 . 当 二 x 时 ,go 
把 x 的 第 一 个 1 改写 成 B, 转 移 到 gi. gi 右 移 , 跨 过 B 时 转移 到 gs. gs 右 移 找到 ww 右边 的 B 
把 它 改 写成 1, 并 且 转 移 到 gq;. 接着 把 右边 的 2 个 B 改写 成 1, 经 过 gs 转移 到 qs. gs 向 左 移 
动 , 在 跨 过 B 时 转移 到 gs. 继续 向 左 找到 B, 向 右 移 一 格 ,返回 到 go. 这 一 轮 计算 结束 ,此 时 
的 格局 为 


go lm Bl 
为 下 一 轮 计算 做 好 了 准备 . 
10.21 先 用 四 元 图 灵机 模拟 五 元 图 灵机 . 设 五 元 图 灵机 
M==Q,3,T,6,g,B >. 
要 构造 四 元 图 灵机 M' 模 拟 M. 

对 于 五 元 组 ossRa“ ,M 要 做 3 件 事 : 把 * 改写 成 y` 右 移 一 格 、 转 移 到 %. M' 不 能 同时 
完成 改写 和 右 移 ,必须 分 成 2 个 动作 . 为 了 在 改写 后 能 记 住 应 转移 到 的 状态 % ,引入 新 的 状 
态 gk. 先 用 四 元 组 gss'gg 把 s 改写 成 y ,暂时 转移 到 ge. 而 gr 不管 读 到 什么 符号 都 右 移 且 转 
移 到 状态 gq . 类似 地 ,为 了 模拟 gss'Lgq',M' 引 入 新 状态 ql. qL 表 示 要 左 移 和 转移 到 g“. 

M =<Q,3,,6 oo ,By 二. 
其 中 
Q' = {ggr'qr | gq € Q). 
对 M 的 每 一 个 gss'Rg',M 有 gss'gk ;对 M 的 每 一 个 gss'Lg ,M 有 gss'gi. 另外 ,对 每 一 
个 gE€Q 和 sET,M 有 
grsRq, qrsLg. 
反 过 来 ,用 五 元 图 灵机 模拟 四 元 图 灵机 . 设 四 元 图 灵机 
M=<~Q,3,T,6,g,B >. 
要 构造 五 元 图 灵机 M' 模 拟 MM. 

对 于 M 的 四 元 组 gsRg ,显然 五 元 组 gssRg 的 作用 与 它 相 同 . 同样 地 ,gssLg 与 qsLg 的 
作用 相同 . 对 于 四 元 组 gss'g',M 只 改写 符号 , 读 写 头 不 移动 ,而 M 的 每 一 步 读 写 头 必须 移 
动 ( 向 左 或 向 右 ) ,因此 只 好 先 向 左 、 再 向 右 移 回 原 处 . 与 前 面 类 似 , 对 每 一 个 状态 g€ Q,M 
引入 新 的 状态 gg. gr 表示 要 右 移 一 格 且 转 移 到 gq. 

M =< D0 .0B 冯 ， 


其 中 
Q' = {ggqr | gq € Q). 

对 M 的 每 一 个 gsRg’,M 有 gssRq ;对 M 的 每 一 个 gsLg’,M 有 gssLgq ;对 M 的 每 一 个 
dss' ,MM 有 qss'Lgqg. 另外 ,对 每 一 个 g€EQ 和 s ET, 有 grsRg. 

10.22 答案 

(1) A: @; B: ©; C: ©@; 

(2) A: ®@; B: (OF C ©; 
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D: 和 
D: (2 


(3) A: @; B: OO; C: @; D: @. 
(4) A: ®@; B: ©; C: OO D: ©@. 
分 析 (1) P: OS>0A;  @ S-~1B; 

©® B-~1B; @ B—0A; 

© A 一 0B; © 4A 一 14; 

@ A—0; Q@ B 一 1. 
G 是 右 线性 文法 . 
G 能 派生 出 00010 ,派生 过 程 如 下 : 


(1) (5) 


(4) (6) (7) 
S 一 04A 一 00B 一 0004 一 0001A 之 00010. 
G 派生 出 10000 的 过 程 如 下 : 


(2) (4) 


(5) (4) 《7)》 
S 二 1B 二 104 之 100B 之 10004 之 10000. 
G 不 能 派生 出 01001. 因为 要 得 到 这 个 0、1 串 , 前 4 步 必须 是 


《1) (6) 


S>0A 过 014A 过 010B 全 0100A， 
最 后 一 步 只 能 使 用 A 一 0, 得 不 到 01001. 
(2) P: © S—0BA; © BA10; 
©@ 4 一 14; @ A—0. 
G 是 2 型 文法 , 即 上 下 文 无 关 文 法 . 
G 能 派生 出 00101110 ,派生 过 程 如 下 : 


S 全 0BA 福 0A104 过 00104 全 001014 辽 0010114 僵 00101114A 之 00101110. 
不 能 派生 出 00010 和 01010. 事实 上 ,要 得 到 0、1 串 , 必 须 使 用 产生 式 @ 和 @， 
S=>0BA=>0A10A. 
可 见 能 得 到 的 0、1 串 的 长 度 不 小 于 5, 并 且 只 有 再 使 用 2 次 A 一 0, 才 能 得 到 长 度 为 5 的 0、1 
串 . 所 以 ,G 只 能 派生 出 唯一 的 一 个 长 度 为 5 的 0、1 串 00100. 
(3) P: OS—>0ABA; © AB-~~A0B; 
@ BA>BIA; 四 4~~1B; 
© B—0A; © A—0; 
©® B 一 1. 
G 是 1 型 文法 , 即 上 下 文 有 关 文 法 . 
G 能 派生 出 0101110, 派 生 过 程 如 下 : 


《1) (4) (5) (4) (7) (7) (6) 
S—>0ABA=>01BBA=>010ABA=>0101BBA=>01011BA>010111A 过 0101110. 
G 派 生出 00010 的 过 程 如 下 : 


SS0ABA 守 0A0BA 今 000BA 守 0001A 守 00010. 
G 不 能 派生 出 01010. 事实 上 ,第 一 步 必 须 使 用 产生 式 上 加 ,得 到 0ABA. 要 想得到 长 度 
为 5 的 0、1 串 ,必须 且 只 能 使 用 产生 式 @、@、@、@ 中 的 一 个 进行 一 次 派生 . 而 为 了 得 到 前 
缀 01, 只 能 使 用 产生 式 @, 得 到 01BBA. 显然 ,继续 下 去 不 可 能 得 到 01010. 
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(4) P: © S-~0SAB; 
@ 4 一 0A; 
© B—1. 

G 是 2 型 文法 , 即 上 下 文 无 关 文 法 . 

G 能 派生 出 01001 ,派生 过 程 如 下 : 


(GD (2) (5) (9 (9 (5) 
S>0SAB=>0BAAB=>01AAB=>010AB=>0100B=>01001. 


© S—BA; 
@ 4A 一 0; 


G 能 派生 出 10000 ,派生 过 程 如 下 : 


(2) 


SA 一 1A 一 


(3) 


(3) (3) (4) 
10A 过 100A 过 1000A 过 10000. 


G 不 能 派生 出 00010. 事实 上 ,第 一 步 只 能 使 用 产生 式 四 或 @. 不 难 发 现 ,从 0SAB 只 
能 派生 出 以 0 开头 ` 以 1 结尾 的 0.1 串 ,从 BA 只 能 派生 出 以 1 开头 、 以 0 结尾 的 0、1 串 . 因 
此 ,G 只 能 派生 出 首尾 不 同 的 0、1 串 . 


10.23 答案 
(a) A: @; B: ®; Gs 人 5 D: ©; E: @. 
(b) A: ©O; B: ©; Ce D: ©; E: @. 
(0) A: ©@; B: @; C: @; D: @; E: @. 
(d) A: @; B: ®; C: @; D: @; E: ©@. 
分 析 (1) Mi 是 NFA ,gs 是 接受 状态 ,6, 如 表 10-19 所 示 . 
表 10-19 
a 0 1 a 0 1 
go {go} {go qi》 gz {go ,qz} {gq2} 
a {gq} {qi qe} 
由 表 10-19， go 
6 (go10) = {go}, ol 
(qi:1) = {qi1,q2)}. 人 
Mi 关于 输入 01101 的 计算 如 图 10-14 所 示 . Mi 读 完 01101 后 的 
状态 集 为 Lt Si 
Sg 0110W = {go ,qi1,q2}. 0 
用 同样 的 方法 可 以 求 得 0 中 一 7 一 
8 (aq ,000000) = {go}, 人 机 由 
F.Cgo,101010) = {go,g1 5g2}, | | 
qo qi 92 
1(go ,00010) = {go ,q1}， 图 10-14 


6 (go ,1001) = {go ,gq1g2}. 
由 于 gs 是 接受 状态 ,Mi 接受 101010 和 1001. 
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(2) Ms 是 DFA ,go 是 接受 状态 ,9 如 表 10-20 所 示 . 


表 10-20 
0 1 6 0 这 
qo a gz 92 gs gq 
a go gq gs 92 a 
由 表 10-20， 


06.(g1,0) = go, 

Og251) = go. 
Ms 关于 输入 01010 的 计算 如 下 : 

0 . 0 1 0 
"gh 
故 M, 读 完 01010 后 的 状态 为 
$, (go,01010) = qi. 

用 同样 的 方法 可 以 求 得 


6, (go ,000000) = oo， 


62 (go ,101010) = g;， 
6, (go .00010) = gq,， 


6 (qo ,1001) = go. 
由 于 go 是 接受 状态 ,Ms 接受 000000 和 1001. 
(3) Ms 是 DFA ,go 是 接受 状态 ,6s 如 表 10-21 所 示 . 


表 10-21 
6 0 1 6; 0 1 
go a gq: qz go gs 
a gs qo gs gs ga 
由 表 10-21， 


6s(dqo,0) = qi， 
6s(qs ,1) = g;. 
M; 关于 输入 11001 的 计算 如 下 : 


go > gz > qa > qs > G3 i 
故 Ms 读 完 11001 后 的 状态 为 


6$,(go ,11001) = gq;. 
用 同样 的 方法 可 以 求 得 


6, (go :000000) = g;， 


6s(go ,101010) 一 oo， 
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$; (go ,00010) = g;， 


$, (go ,1001) = go. 
由 于 go 是 接受 状态 , 故 Ms 接受 101010 和 1001. 
(4) M, 是 NFA ,gs 是 接受 状态 ,6, 如 表 10-22 所 示 . 


表 10-22 
6, 0 1 6, 0 1 
go {g gz》 {gq1} gz 好 {go} 
q {qs} {gq1.gqs} ga {gz} {go} 
由 表 10-22， go 
(onl) = {girs}s SS 
(gs10) = 他. qi 92 
M, 关于 输入 01010 的 计算 如 图 10-15 所 示 . 故 Mo 读 完 01010 后 一、 ! 
的 状态 集 为 qi 93 go 
0 0 0 
64(qo 01010) = (gq1,g2 ,493}. | | 
3 2 1 
用 同样 的 方法 可 求 得 
rh 
6 (go ,000000) = 2， go qi 3 
(go,101010) = {@ ,gds)， 2 
hy ts qi q2 93 
(qo 00010) = {gq1,g:}， 图 10-15 


(go,1001) = {go}. 
由 于 gs 是 接受 状态 ,Mi 接受 101010 和 00010. 


10.24 答案 

(1) A: ©:; B: ©; CD: 

(2) A: @; B: @; C: @. 

(3) A: O; B: @. 

(4) A: ©@; B: @; C: ©. 

(5) A: O; B: ©. 

(6) A: @; B: ©; C: ©. 

分 析 ”为 方便 起 见 , 将 TM M 的 动作 函数 6 重 列 于 表 10-23 中 . 

表 10-23 

6 0 1 B 6 0 1 B 
a BorRsaoy | Ci Ry | CHL gy i CO Boa. | CLs Tra = 
i 证 还 ;吉方 | Cososy 二 大 Ch Ero | 0 Lrgsy. | GBs Ey 
本 区 三 本 


(1) M 关 于 w= 二 10111 的 计算 如 下 : 

gol0111 Flgo0111 Fl0go111 F101go11 F1011go1 F10111go B F1011g11B F101g;10B 
HF10gs100B. 

M 停机 在 状态 gq; ,接受 w= 二 10111, 停 机 时 带 的 内 容 , 即 输出 10100. 

(2) M 关于 w= 二 10110 的 计算 如 下 : 

go10110 F10110g6 BF 1011g9.0B 上 101gs11B 上 10g4111B 上 19;0011B. 

M 停机 在 状态 os ,接受 w= 二 10110, 输 出 10011. 

(3) M 关于 w=10 的 计算 如 下 : 

gol0 Fl0go BEF 1g9.0BEF gs11B EF gqB1l1B EF gqBB11B EF … 

M 在 状态 qs 下 不 停 地 左 移 , 永 不 停机 ,拒绝 w= 二 10,M 没有 输出 . 

(4) M 关于 w= 二 10000 的 计算 如 下 : 

go10000 上 F10000go BF 1000g10B 上 100g301B 上 10g.001B 上 1g.0101BF w11101B 
HF os B01101B. 

M 停机 在 qs ,接受 w= 二 10000, 输 出 01101. 

(5) M 关于 w= 二 00001 的 计算 如 下 : 

go00001 FF00001go BF 0000g11B 上 000g;00B 上 00g.010B 上 0g.0110B| w01110B 
F wBl11110B | gq, BB11110B… 

M 在 状态 qs 下 不 停 地 左 移 , 永 不 停机 ,拒绝 w= 二 00001, 没 有 输出 . 

(6) M 关于 w==0 的 计算 如 下 : 

do0 上 0oqoB 上 gq10B 上 gsB1B. 
M 停机 在 gs;. 由 于 os 不 是 接受 状态 , 故 M 拒绝 w 王 0.M 的 输出 为 1. 
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